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Streszczenie

W pracy wyniki z egzaminu testowego rozwazane sg jako zmienne losowe
i analizowane sg parametry tych zmiennych. Na podstawie tej analizy zapro-
ponowane sa algorytmy oceniania testow wielokrotnego wyboru.

1. Wstep

Sprawdzanie wiedzy przy pomocy testow jest istotng czescig procesu dy-
daktycznego. Jest to zdaniem autora w peini uzasadnione, pod warunkiem, ze
test jest tylko jednym z elementéw weryfikacji wiedzy, najczesciej na konco-
wym etapie.

Rodzaje pytan testowych z przedmiotéw Scistych analizowane sg np. w [5].
W pracach [3] i [4] sa omawiane informatyczne narzedzia do tworzenia testow
i przetwarzania wynikow.

W pracy [6] wyniki egzaminu testowego jednokrotnego wyboru sg roz-
wazane jako zmienna losowa i na podstawie analizy pewnych sytuacji zapro-
ponowany jest sprawiedliwszy zdaniem autora algorytm.

W tej pracy bazujac na odpowiednich symulacjach, ich analizie oraz ra-
chunku prawdopodobienstwa postaramy sie zaproponowaé¢ pewien algorytm
dla testu wielokrotnego wyboru.

W tescie wielokrotnego wyboru przy k£ odpowiedziach na pytanie moze
byé¢ od 0 do k poprawnych odpowiedzi w jednym pytaniu, co daje 2¥ mozli-
wosci zamiast k (jak w tescie jednokrotnego wyboru). Powoduje to, ze przy
tej samej liczbie pytan i odpowiedzi element przypadkowosci jest duzo mniej-
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szy, zatem bardzie] oblektywne wynikl egzaminu uzyskujemy przy znacznie
mniejszej liczbie zaréwno pytan jak i odpowiedzi (podpunktéw).

Mniejsza liczba pytan pozwala skonstruowac pytanie gtebiej sprawdzajace
wiedze i umiejetnosci studenta i da¢ mu na analize pytania wigcej czasu.

W ponizszej tabelce widzimy poréwnanie odpowiednich wynikéw przy te-
stach jednokrotnego i wielokrotnego wyboru przy takich samych danych wej-

sciowych.
Tabela 1
n|k|d|n—d|P(J>d)|PW>d) | EJ | EW
1637 9 0,97 0,69 10,00 | 8,13
6136 10 0,89 0,36 9,33 | 7,25
1614 |7 9 0,92 0,44 9,25 | 7,56
6146 10 0,75 0,12 8,50 | 6,63

Oznaczenia stosowane w tabelce i dalszej czesci artykutu:

n — liczba pytan w tescie,

k — liczba odpowiedzi (podpunktéw) na pytanie

d — liczba pytan, na ktére student zna wszystkie odpowiedzi

J — zmienna losowa opisujaca liczbe prawidtowych odpowiedzi na petne
pytanie (tzw. duze punkty) przy tescie jednokrotnego wyboru

W — zmienna losowa opisujaca liczbe prawidtowych odpowiedzi na petne
pytanie (duze punkty) przy tescie wielokrotnego wyboru

e KX — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X

Tabelka 1 ilustruje sytuacje, gdy mamy 16 pytan i 3 lub 4 odpowiedzi na
pytanie. Praktycznie nie spotyka si¢ testow z mniejszg niz 3 lub wigksza niz 4
liczba podpunktow.

Przypusémy, ze student otrzymuje ocene pozytywna za 8 (50%) popraw-
nych pelnych odpowiedzi. Z tabelki wynika, ze student, ktory zna tylko 7
odpowiedzi, a pozostale skresla losowo ma przy tescie jednokrotnego wyboru
odpowiednio prawdopodobienstwo 0,97 i 0,92 (czyli bardzo duze) ze osiagnie
wymagane 8 punktéw, natomiast przy tescie wielokrotnego wyboru te praw-
dopodobienstwa wynosza odpowiednio 0,69 i 0,44. Student, ktéry zna tylko
6 odpowiedzi, a pozostale skresla losowo przy tescie jednokrotnego wyboru
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ma odpowiednio prawdopodobienstwo 0,89 i 0,75, ze osiggnie wymagane 8
punktéw, a przy tescie wielokrotnego wyboru te prawdopodobienstwa wyno-
szg odpowiednio 0,36 i 0,12.

Widag, z tego, ze przy tescie jednokrotnego wyboru powinno sie stosowac
jakas poprawke zniechecajaca studenta do losowego skreslania odpowiedzi. Jest
to mozliwe, bowiem w takim przypadku student nie zaznaczajac w danym
pytaniu zadnej odpowiedzi udziela informacji, ze rezygnuje z odpowiedzi na
to pytanie. Takie poprawki byly omawiane w pracy [6].

W tescie wielokrotnego wyboru takie poprawki nie sg juz az tak konieczne
(co wynika z tabelki), zwlaszcza przy 4 odpowiedziach na pytanie. Ponadto
nie sa one za bardzo mozliwe, nie da si¢ bowiem stwierdzi¢, czy student nie
udzielil zadnej odpowiedzi ,,TAK” na konkretne pytanie dlatego, ze zrezygno-
watl z analizy tego pytania, czy dlatego, ze uznat wszystkie odpowiedzi w tym
pytaniu za fatszywe.

W pracy [6] byla rowniez podana dla testow jednokrotnego wyboru pro-
pozycja, jak uwzglednia¢ fakt, ze student moze by¢ pewien niektérych odpo-
wiedzi na pytania. Proponowane tam rozwiazanie polegato na tym, ze w takiej
sytuacji juz optacalto sie studentowi analizowac¢ to pytanie i udziela¢ na nie od-
powiedzi. Tym niemniej ponosi on pewne ryzyko i moze tego ryzyka uniknaé
rezygnujac z odpowiedzi. Przy testach wielokrotnego wyboru takiej mozliwosci
nie ma, ale pokusimy si¢ o pewna propozycje opartg na rozkladach warun-
kowych i warunkowej wartosci oczekiwanej.

WprowadZzmy jeszcze oznaczenia:

e M — zmienna losowa opisujaca liczbe prawidtowych odpowiedzi na pod-
punkty (tzw. male punkty)

e D? — wariancja zmiennej losowej

D — odchylenie standardowe zmiennej losowe;j

p; — liczba pytan, w ktorych student zna ¢ prawidlowych odpowiedzi

e p — sumaryczna liczba znanych odpowiedzi na podpunkty

Przypusémy, ze test sktada sie z 16 pytan i 4 podpunktéw w kazdym py-
taniu. Zakladamy tez, ze od 8 punktéw (50%) egzamin jest zaliczony. Student
zna pelne odpowiedzi na 7 pytan. Jesli pozostale pytania skresla zupeltnie loso-
wo, to z tabelki wynika, ze prawdopodobientwo uzyskania brakujacego duzego
punktu wynosi 0,44, czyli ze zblizonym prawdopodbienstwem student albo
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uzyska ten brakujacy punkt albo nie. Proponowane rozwiazanie w pewnym
stopniu tagodzi te¢ ,niesprawiedliwos¢”. Polega ono na tym, ze mozna sobie
nadrobi¢ ten brak szczescia dzigki mniejszej lub wigkszej dodatkowej wiedzy
mzgromadzonej” w pozostalych pytaniach. Zalézmy mianowicie, ze student
dodatkowo jest pewien p podpunktéw ,rozrzuconych” w pozostalych 9 pyta-
niach. Oznacza to, ze zmienna losowa W przyjeta warto$é¢ 7 i trzeba rozwazaé
rozktad warunkowy zmiennej losowej M pod warunkiem zdarzenia W = 7.
Podanie wszystkich takich rozktadéw jest bardzo zmudne (choé¢ wykonalne),
trzeba by rozwazacé wiele przypadkow w zaleznosci od tego jak rozrzucone sa
znane studentowi podpunkty.

Np. w omawianej sytuacji dla p = 6 mozemy mie¢ miedzy innymi takie
dane:

e p3=2,p2=p1=0,p =17,

ep3=1,p2=1p1 =1, po=6,
e p3=0,p2=3,p1 =0,po =3,
e p3=0,p2=0,p1 =6, pp=3.

Mozliwosci jest znacznie wiecej i wida¢ z tego, ze podanie petlnych szcze-
gbétowych rozktadéw bytoby zmudne.

Zamiast tego proponujemy postuzy¢ sie odpowiednig wartoscia oczekiwa-
na, czyli tzw. warunkowg wartoscia oczekiwang (oznaczana E(X|Y = a))
i ewentualnie wariancja badz odchyleniem standardowym interesujacego nas
rozktadu.

2. Proponowane rozwigzanie

Przypusémy, ze student zna pelne odpowiedzi na d pytan oraz na p pod-
punktéw z pozostalych n — d pytan. Od d + 1 duzych punktow student otrzy-
muje pewng ocene, czyli brakuje mu jednego punktu. Chcac w jaki$ sposéb
uwzgledni¢ w ocenie studenta brak szczeScia i ewentualnie te ,,dodatkowsq”
wiedze ukryta w liczbie p mozna zaproponowac nastepujace rozumowanie:

Gdyby student znal to dodatkowe brakujace pytanie, to znalby £ matych
punktéw skoncentrowanych w tym pytaniu. Zamiast tego ,uwzglednimy” mu
male punkty rozrzucone w wielu pytaniach. Wprowadzamy w tym celu pe-
wien wspolczynnik — oznaczmy go przez v (v > 0), taki, ze student zna vk
podpunktéw rozrzuconych w pytaniach, na ktére nie odpowiedziat w pelni.

Praktyczna interpretacja wspotczynnika v jest nastepujaca: przyjmujemy
v = 0, jesli obnizajac granice duzych punktéw chcemy tylko wyréwnacé szan-
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se zdajacego w stosunku do drugiego studenta majacego taka sama wiedze,
ale wiecej szczescia skutkujacego dodatkowym duzym punktem; przyjmuje-
my v = 1, jesli obnizajac granice duzych punktéw chcemy aby zamiast duzego
punktu student znal réwnowazng liczbe k odpowiedzi, ale porozrzucanych w
roznych pytaniach; przyjmujemy v > 1, jesli w zamian za obnizenie wymogoéw
student powinien znaé¢ nieco wiecej odpowiedzi na podpunkty.

Bedziemy badaé¢ warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej M pod warun-
kiem W = d oraz odpowiednie odchylenia standardowe i na podstawie analizy
konkretnych sytuacji zaproponujemy pewien ogolny wzor.

Na poczatek zauwazmy, ze musimy przyjac, ze student uzyskujacy d du-
zych punktéw znal na nie odpowiedzi (nie mozemy bowiem ,kara¢” tych, kté-
rzy nie mieli szczescia). Oznacza to, ze liczba d jest ustalona (nie jest zmienna
losowa)! mozemy wiec w celu przejrzystoéci analizy zalozy¢, ze d = 0 i rozwa-
zaé tylko n — d (oznaczmy n — d = r) ,pozostalych pytan”.

Przeprowadzimy analize dla n = n — d = 6 dla kilku wybranych sytuacji
i na tej podstawie zaproponujemy pewien interpolacyjny wzor.

Skorzystamy z nastepujacych faktéw ([1], [2]):

e Wartos$¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych jest rowna sumie wartosci
oczekiwanych tych zmiennych

e Wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych jest rowna sumie wa-
riancji tych zmiennych.

Zatem aby otrzymac¢ wyniki dla dowolnego n — d, wystarczy wyliczy¢
warunkowe wartosci oczekiwane i odpowiednie wariancje zmiennej losowej M
odpowiadajacej liczbie matych punktéw w jednym pytaniu (zakladamy, ze
student odpowiada na pytania niezaleznie, tzn. kazde dotyczy nieco innego
zagadnienia badZ umiejetnosci).

W ponizszej tabelce widzimy taczny rozktad zmiennych My i W, jesli

pytanie nalezy do grupy pg, co oznacza, ze student nie zna odpowiedzi na
zaden podpunkt w tym pytaniu.

1Oczywiscie statystycznie tak nie jest!
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Tabela 2
- Mo My =0 . My=k—1 My =k
E k_ r—1 kil k_ r—1 k_ r
woo | B ] ST o | ()
k k_ r—1 kil K r—1 E_ r
W0 @(l_(gkl) )...<2k>(1_(22,g) ) 62 - (%)
(o) 3% = (om1) 3% (1) 3%
Stad
P(My = ijw =) = DM =0 W =0) Ak dla i<k
P(W =0) 0 dla i==k

Zatem warunkowa warto$¢ oczekiwana F(My|W = 0) bedzie réwna ([1])

k 1 k—1 L
E(Mo|W =0) =) iP(My=1iW =0) = F 1 Zz<l>

1=0 1=0

(i) ()
“ o 30 a] - (1)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym oznacza warto$¢ oczekiwana w k
prébach odpowiedniego rozktadu dwumianowego i wynosi & ([1], [2]). Osta-

tecznie otrzymujemy
k—1 _ 1

2
E (M =0)=k———.

Oznaczmy otrzymana wielko$¢ przez e(k,0). I tak na przyklad e(2,0) =

2~0,67, e(3,0) = 2 ~ 1,29, e(4,0) = 28 ~ 1,87 itd.

Latwo mozna zauwazy¢, ze wartosS¢ oczekiwana w pytaniu z grupy p;
Wynosi
L . . (2Rt
e(k,j) =j+elk—7,0)=j+k—J) o=
Podobnie policzymy wariancje zmiennej My|W = 0 dla pojedynczego
pytania otrzymujac

D?(My|W = 0) = ! §<k>('— (k,0))*
R A (7 A
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Oznaczmy ja przez w?(k). W interesujacych nas przypadkach mamy w?(2) ~
0,22, w?(3) ~ 0,49, w?(4) ~ 0,78.

Wprowadzajac odpowiednie wzory np. do arkusza kalkulacyjnego otrzy-
mamy ponizsze przyktadowe tabele:

Tabela 3
rl{k|p|p2|p1|po| EW | EM | E(MW =0)| P(W >0)|DM|W=0)
634204150 11 0.14 0,85 1,40
6340 4] 21,25 11 9,24 0,76 1,37
6363|0418 | 12 9,86 0,92 1,21
6360160150 12 10,00 0,82 1,15
Tabela 4
rik|p |p3s|p2|p1|po| EW | EM | EMW=0)|PW>0)| D(M|W=0)
6146 |2 0]0|4]12| 15 13,47 0,81 1,77
646 |0 0]6|0]07| 15 13,71 0,55 1,71
614120 6 | 0|0 ]158]| 15 16,00 0,82 1,15

Analizujac te tabele dochodzimy do nastepujacych wnioskow:

1) Roéznica pomiedzy najkorzystniejsza sytuacja (tzn. dajaca najwieksze
prawdopodobienstwo dodatkowego duzego punktu), kiedy dodatkowa znajo-
mos¢ odpowiedzi na pytania jest skupiona w malej liczbie punktéw, a sytuacja
najmniej korzystna, kiedy jest bardziej rozproszona, jest niewielka.

2) Odchylenie standardowe waha si¢ w okolicy 1-2 punktéw, czyli jest
bardzo mate. Prowadzi to nastepujacej propozycji:

Jesli graniczna liczba duzych punktow, za ktéra przyznajemy jakas ocene
wynosi d + 1, to mozemy te wymagania nieco obnizy¢ dopuszczajac wynik
d duzych punktéw oraz liczbe matych punktéw wynikajacych z odpowiedniej
wartosci oczekiwanej.

Zaproponujemy najbardziej wygodng do obliczen sytuacje, kiedy znane
podpunkty sa réwnomiernie rozproszone. W takiej sytuacji jesli np. p = 6, to
p3=p2=po=0,ap =6.Jesli p=12,to ps =p1 =pg =0, a po =6.

W pierwszym przypadku otrzymujemy E(M|W = 0) réwne 6e(4, 1), czyli
re(k,1), a w drugim re(k,2). Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku p = 1,5k,
czyli v = 1,5, w drugim p = 3k, czyli v = 3. To nasuwa nastepujacy pomyst:
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Przedtuzyé wzoér na funkcje e(k, j) na dowolne j rzeczywiste dodatnie i
wstawi¢ j = % Wtedy otrzymamy ostatecznie wzor

f(r,k:,v)=r-e(k,j)=r-e<k,i—k>,

Nieco trudniej bytoby przedtuzy¢ odpowiedni wzér na wariancje, ale za-
uwazmy, ze funkcja w?(k) wyliczona dla k = 2, 3, 4 jest prawie liniowa. Popra-
wiajac ja przy pomocy metody najmniejszych kwadratow do funkcji liniowe]
otrzymamy wzor

w?(x) = 0,28z — 0,34.

Stad otrzymamy wzor na wariancje

92(T7kav) :T"U}2 (k_%>a

r

i na odchylenie standardowe g(r, k,v) = \/g?(r, k, v).
Mozna zatem zaproponowaé nastepujacy wzor (na razie wstepny) na po-
prawiony prog oceny:

Oproécz d+ 1 duzych punktow wystarczy ich réwniez d oraz liczba matych
punktow bedacych odpowiednia warunkowa wartoscia oczekiwana poprawiona
(w dét) o odpowiednie odchylenie standardowe.

To wymaga jeszcze poprawki dla bardzo matych r; na przyklad jesli r = 2,
k = 3, v = 2 student musiatby uzyska¢ n — 2 duzych punktéw oraz pra-
wie wszystkie dodatkowe mate punkty, czyli de facto rowniez wszystkie duze
punkty. Proponujemy zatem uzy¢ jeszczcze pewnego wspoélczynnika, ktory dla
wiekszych r jest bliski 1, a dla matych jest istotnie mniejszy od jedynki. Po kil-
ku symulacjach autor proponuje wspélezynnik h(r) = 1 — 277/2. Na przyklad
h(2) = 0,5, h(4) = 0,75, h(10) = 0,97,

Ostatecznie proponowany wzor na prog matych punktéw wynosi

m(k,v,r) =dk+ h(r)[f(k,v,7) — g(k,v,r)].

Dalej zauwazmy, ze wykorzystywane wzory pozwalaja bra¢ rowniez d (za-
tem i 7 = n — d) niecalkowite. Jest to bardzo przydatne, bo najwygodniej
podawa¢ wymagane progi procentowe na poszczegbdlne oceny. Na stronie in-
ternetowej
http://www.rusinek.wsm.warszawa.pl/testy/ocenatestoww.zip
autor umiescit arkusz do excela (calca), razem z krétka instrukcja, realizujacy
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te idee. Wystarczy podaé¢ n — liczbe pytan w tescie, k — liczbe odpowiedzi,
wspoétezynnik v oraz procentowe wymogi dla poszczegdlnych ocen, a program
automatycznie uwzglednia powyzszy algorytm i proponuje zmodyfikowane gra-
niczne wymogi. Oto jego przyktadowa realizacja:

Tabela 5
n|k| v | %na3 | %na3+ | %nad | %nad+ | %mnab
15141 0,5 50 58 66 74 82
Progi punktowe
Duze punkty 6,5 7,7 8,9 10,1 11,3
Mate punkty | 39,34 41,86 44,35 46,86 49,45

Pewna niedogodnoscia jest to, ze otrzymane wyniki sg liczbami niecatko-
witymi. Zostawienie ich jako ostatecznych progéw powoduje, ze zaréwno duze
jak i male punkty sa automatycznie zokraglane do liczby calkowite] w go-
re, co przy malej czesci utamkowej moze by¢ krzywdzace. W proponowanym
programie jest to poprawiane w nastepujacy sposob: jesli otrzymany wynik
wynosi « duzych punktéw, to poprawiamy go albo do liczby catkowitej mniej-
szej |z] (tzw. podloga), albo wiekszej [x] (tzw. sufit). Proponujemy dodaé¢ do
granicznej liczby matych punktow liczbe v(z — [x|) w pierwszym przypadku i
odjaé liczbe v([x] —x) w drugim. Po tym zaokraglamy liczbe matych punktéw
rowniez do najblizszej liczby catkowite;j.

Ponizej prezentujemy przyktadowy wynik uwzgledniajacy te poprawki.

Tabela 6
n|k| v | %na3 | %na3+ | %nad| %nad+ | %nab
17141 0,8 50 60 70 80 90
Progi punktowe
Duze punkty 7,5 9,2 10,9 12,6 14,3
Mate punkty | 45,68 49,24 52,74 56,25 59,97
Zaokraglenie punktow do liczby catkowitej
Duze punkty 7 9 11 13 14
Mate punkty 46 49 53 56 60

3. Podsumowanie

Zaprezentowana propozycja nie jest oczywiscie idealna. Na przyktad jesli
chcieliby$smy przy ustalaniu progéw ocen uwzglednia¢ wymagania sugerowane
przez Europejski System Transferu i Akumulacji Punktéw (ECTS) ([7]) [wsréd
ocen pozytywnych ma by¢ po 10% ocen A i E (unas 51 3), po 25% ocen BiD
(u nas 4,5 1 3,5) oraz 30% ocen C (u nas 4)], to nasz algorytm mozna by sto-
sowac tylko dla oceny dostatecznej. Pozostate progi trzeba by tak ustala¢, aby
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uzyska¢ wymagane procenty. Poza tym kazdy wyktadowca ma swoje wymaga-
nia zalezne od wielu czynnikéw — trudnosé przedmiotu, waga tego przedmiotu
na danym kierunku nauczania, inne elementy bedace czescia zaliczenia przed-
miotu (jak prace domowe, prace seminaryjne, prezentacje, projekty itp.). Tym
niemniej wydaje sie, ze powyzszy algorytm dzieki wykorzystaniu narzedzi ra-
chunku prawdopodobienstwa czyni wyniki egzaminu bardziej sprawiedliwymi.
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