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Streszczenie

Praca ta jest poSwiecona numerycznym algorytmom rozwiazywa-
nia sztywnych zagadnienn poczatkowych réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych. Opisana klasa schematow EB"DF' jest uogdlnieniem juz
istniejacych formul wstecznego rézniczkowania BDF i rozszerzonych
formut EBDF, charakteryzuje sie jednak lepszymi wlasnosciami nume-
rycznymi. Zastosowanie tak rozbudowanych schematéow do rozwiazy-
wania duzych uktadoéow réwnarn rézniczkowych zwyczajnych jest w dzi-
siejszych czasach mozliwe dzieki niesamowitemu postepowi w dziedzi-
nie komputeryzacji.

Zaimplementowane algorytmy do badania kata « z definicji
A(«)-stabilnosci ujawnily bledy w analizie zaprojektowanych w cza-
sach osiemdaziesigtych ubiegtego stulecia schematow. Umozliwity takze
szybkie i dokladne badanie obszaréw stabilnosci absolutnej bardziej
skomplikowanych schematéw typu predyktor-korektor, w tym formut
EB"DF'. Przedstawione w pracy pordéwnania i wyliczenia stanowia
motywacje do dalszych badan w tym kierunku zaréwno na polu
teoretycznym jak i praktycznym.

1. Wprowadzenie

Na réwnania rézniczkowe napotyka sie przy badaniach w naukach
przyrodniczych, takich jak fizyka, chemia czy biologia, lecz rowniez
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w ekonomii, medycynie, elektronice czy teorii chaosu deterministycz-
nego. Zagadnien tych na ogol nie potrafimy rozwigzywaé analitycz-
nie. Jest to powodem, dla ktérego numeryczne rozwigzywanie réwnan
rozniczkowych jest tak potrzebnym narzedziem w rekach naukowcow.
w miare rozwoju nauki rozpatrywane zjawiska staly sie na tyle skom-
plikowane, ze mimo wzrostu mocy obliczeniowej komputeréw, nie-
zbedne okazuja sie prace nad bardziej efektywnymi metodami znaj-
dowania rozwiazan rownan roézniczkowych. Szczegoélne trudna klase
takich probleméw stanowiag zagadnienia sztywne.

Bedziemy chcieli rozwiazywac zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

{‘fif = f(tz®), =& (Ct,T))"

x(to) = o

(1)
Z twierdzenia Peano i Picarda-Lindelofa [14, str. 73] wiemy, ze zadanie
to ma jednoznaczne rozwiazanie dla funkcji
flt,x): RM™HL L R™
ktora jest ciagta i ograniczona w zbiorze
Q = {tx): [t—t] < a,|lz—=z0] < b},

oraz spelnia w nim warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x. W celu
rozwiazania zagadnienia na przedziale [tog,T]| dzielimy go na N row-
nych czesci za pomoca punktow

tr, = to + kh (2)

dla kK =0,1,..., N. Wielkos¢

T —to

h = 3
N ’ ( )
czyli dhtugos$é jednej czesci, na jakie podzieliliSmy przedzial, nazywamy
krokiem catkowania. Szukamy ciagu xg, x1, ..., xN takiego, ktéry moz-
liwie dobrze przybliza ciag x(to), x(t1),...,x(tN), gdzie x(t) jest roz-

wiazaniem zagadnienia (1). Przyjmijmy tez wygodne w uzyciu ozna-
czenie fr = f(tg,zk).

Spos6b na wyznaczanie kolejnych wyrazéw ciagu xg,x1,...,TN na-
zywa sie schematem. Linitowy schemat wielokrokowy zdefiniowany jest
zaleznosciami

q q
Zajl‘kﬂ' = hZﬂjfk—Fj, (4)
j=0 j=0
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ktore sa spetnione dla k = 0,1,.... Jesli ag # 01 |ag| + |Bo| # 0, to
q nazywa sie liczbg krokow schematu. Schemat g-krokowy nazywamy
zamknietym, jesli B, # 0. W przeciwnym razie moéwimy o schemacie
otwartym.

Zauwazmy, ze aby wyliczy¢ xpi, musimy znac¢ Tg, Tgpi1,--., Thig—1,
czyli g poprzednich wartosci. Stad nazwa: schemat g-krokowy. w przy-
padku schematéw zamknigtych znalezienie wartosci x4, wymaga roz-
wigzania réwnania (na ogé6l nieliniowego), poniewaz ., wystepuje
zarOwno po lewej jak i po prawej stronie wzoru. Twierdzenie dotyczace
jednoznacznosci rozwigzania schematéw zamknietych mozna znalezé
w |9, str. 188].

Podstawowymi pojeciami przy pordéwnywaniu wlasnosci schema-
tow sa rzaqd, zgodnos$é (konsystentnosé) oraz stata bledu schematu.
z doktadnymi definicjami tych pojeé mozna zapoznaé sie miedzy in-
nymi w [12], [14] i [15]. Warto zauwazy¢, ze powyzsze pojecia sa zwia-
zane z lokalnym bledem schematu i maja znaczacy wplyw na szyb-
kos¢ jego zbieznosci. Trzeba przy tym wyraznie zaznaczy¢, iz w de-
finicji zbieznosé g-krokowych schematow linowych chodzi o zbieznosé
xp — x(t) przy h — 0, kK — oo i dowolnym, ustalonym ¢, to jest

xp — x(to + hk). (5)

const

Do badania numerycznych wtasnosci schematéw niezbedne jest po-
jecie stabilnosci. Wprowadzmy najpierw dwa wielomiany pomocnicze
zwiazane ze schematem (4), zwane pierwszym i drugim wielomianem
charakterystycznym:

q

p(z) = a0+a1z+~-+alzq:ZO¢jzj, (6)
§=0
q

o(z) = Bo+Prz+-+pi2t =) B2 (7)
=0

Schemat (4) jest zero-stabilny (lub po prostu stabilny) jesli wszystkie
pierwiastki wielomianu p znajduja sie w kole jednostkowym |z| < 1
na plaszczyznie zespolonej, zas te pierwiastki, ktéore leza na okregu
|z| = 1, sa jednokrotne. Stabilnos¢ jest warunkiem koniecznym do tego,
aby rozwiazania schematu (4) nie byly rozbiezne do nieskoriczonosci,
gdy h — 0. Wiecej szczegdldow na ten temat mozna znalezé na przyktad
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w |14, str. 159]. Okazuje sie, ze zgodnosé i stabilno$é sa wystarczajace
do uzyskania zbieznosci schematu. Moéwi o tym (patrz [6]):

Twierdzenie 1 (Dahlquist, 1956)

Niech rozwigzanie x(t) zagadnienia Cauchy’ego (1) bedzie klasy
CPTL ([to, T)). Jesli schemat (4) rzedu p > 1 jest stabilny oraz punkty
startowe xg,1,...,Tq—1 5q dobrane tak, ze

lx; — x(t;)] < RihP j=0,1,...,q—1
dla R1 > 0, to jest on zbiezny oraz zachodzi oszacowanie
|zq — z(tg)| < RRP,
gdzie R jest pewng dodatniq statq.

Dowo6d  tego twierdzenia mozna znalezé tez miedzy innymi
w [14, str. 165].

Do tej pory byliSmy zainteresowani wlasnosciami teoretycznymi
schematu (4) przy h — 01 k — oo, ale stalej wartosci tx = to + kh.
W praktyce jednak mamy do czynienia z inng sytuacja, a mianowicie
dtugosé pojedynczego kroku h > 0 jest stala (nie dazy do zera), zas
liczba wykonywanych krokow jest duza (kK — o0). Zachowanie si¢ nu-
merycznego rozwigzania réwnania rézniczkowego zwyczajnego i jego
stabilnosci wzgledem zaburzen wartosci poczatkowych jest w ogdlno-
$ci niezmiernie trudno weryfikowalna. Rozwaza sie¢ w zwiazku z tym
testowe zagadnienie liniowe:

{w’u) =Xe(t), we (CMlt,T)",AeC (®)

SC(to) = X0

i sprawdza sie dziatanie schematow na tym szczegdlnym zagadnieniu.
Mowimy, ze schemat (4) jest absolutnie stabilny w punkcie h € C, jesli
pierwiastki z;(h) dla j = 1,2,..., ¢ jego wielomianu charakterystycz-
nego

m(z,h) = p(z) — ho(z) (9)

sg mniejsze lub réwne od jedynki. Zbior 2 C C nazywa sie obszarem
stabilnosci absolutnej schematu, jesli schemat ten jest absolutnie sta-
bilny dla kazdej liczby zespolonej h € Q. Wielkos$é h jest zwiazana
z krokiem catkowania zaleznoscia:

h = Ah. (10)
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Mozna udowodnié [14, str. 229], ze jesli h lezy w obszarze stabilno-
$ci absolutnej, to globalny btad schematu jest ograniczony przez stala
niezalezna od k i h. Dla kroku calkowania h, jezeli tylko h jest w ob-
szarze stabilnosci absolutnej, mozna prowadzi¢ obliczenia bez obawy
drastycznego wzrostu btedu globalnego. Warto dodac, iz obszary sta-
bilnosci absolutnej schematéw zamknietych sa wieksze niz schematow
otwartych, a zwickszenie rzedu — czyli dokladnosci schematu — jest
zwiazane na ogo6l ze zmniejszeniem sie obszaru stabilnosci absolutne;j.

Rozszerzenie teorii na uktady réwnan liniowych prowadzi do poje-
cia sztywnosci. Niech A bedzie macierza wymiaru m x m i niech \; dla
7 =1,2,...,m beda wartosciami wtasnymi macierzy A. Dla uktadow
rownan liniowych

/
{x (t) = Ax(t) an
x(0) = xg

gdzie x(t), xo sa wektorami m-wymiarowymi, obszar stabilnosci ab-
solutnej €2 powinien zawiera¢ wszystkie liczby hA;, 7 = 1,2,...,m
[13, str. 220]. Uktad m réownan roézniczkowych liniowych ze stala ma-
cierza A

' (t) = Ax(t) (12)

nazywa sie uktadem sztywnym, jesli dla kazdego j = 1,2, ..., m zacho-
dzi Re(\;) < 0, zas wspotczynnik sztywnosci
X, Al
ST .
j=12,...m
jest znacznie wiekszy od 1 (nawet rzedu miliona).

Poniewaz dla probleméw sztywnych wartosci wlasne odpowiednie]j
macierzy Jacobiego moga mie¢ bardzo wielkie moduty, wiec do cat-
kowania takich réwnan nadaja sie tylko takie schematy, ktoére maja
duzy obszar stabilnosci absolutnej. Skoro bowiem wielkosci hA musza
sie znalezé w obszarze stabilnosci absolutnej, a A\ jest bardzo duza,
to albo bedziemy zmuszeni wybra¢ bardzo maty krok catkowania h,
albo — co z praktycznego punktu widzenia wydaje sie znacznie bar-
dziej rozsadnym rozwiazaniem — musimy zadbaé, aby obszar stabilno-
$ci absolutnej byl dostatecznie duzy. Najlepiej bytoby, gdyby obszar
ten obejmowal cala polplaszczyzne Re(z) < 0.

Schemat (4) nazywamy A-stabilnym jesli jego obszar stabilnosci
absolutnej zawiera polplaszczyzne Re(z) < 0. Niestety definicja ta
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okazuje sie zbyt restryktywna, co pokazuje nastepujace twierdzenie,
ktorego dowodd mozna przeczytaé w [7]:

Twierdzenie 2 (Dahlquist, 1963)
(i) Zaden wielokrokowy schemat otwarty nie moze byé A-stabilny.

(ii) Rzad wielokrokowego A-stabilnego schematu zamknietego mnie
moze przekraczaé 2.

(iii) A-stabilny schemat wielokrokowy rzedu 2 z najmniejszq statq
btedu to schemat trapezow:

1
Tht1 = Tk + §h(fk + frt1)-

Nieco mniej ograniczajacym warunkiem stabilno$ci, spelnianym przez
znacznie szersza klase schematow, jest A(a)-stabilnosé. Schemat na-

N A
Im(hA

v 4
v 4

Re(h\)

Rysunek 1: Schemat A («)-stabilnosci.

zywa sie A(«)-stabilny, jesli jego obszar stabilnosci absolutnej zawiera
obszar katowy
T—a<argz < T+,

gdzie 0 < a < § rys. 1. Schemat jest A(0)-stabilny jezeli jest

A(«)-stabilny dla pewnego o € (0,7/2). Analogicznie jak w przy-
padku A-stabilnosci (twierdzenie 2) mozna udowodni¢ (patrz [16])

Twierdzenie 3 (Widlund, 1967)

(i) Zaden  wielokrokowy schemat otwarty mnie moze byc
A(a)-stabilny.
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(i) Rzqd gq-krokowego A(a)-stabilnego schematu nie moze byé wiek-
S2Y nizZ q.

Tworzac schemat wielokrokowy musimy zatem zadbaé, aby jego rzad
byl odpowiednio wysoki, bo gwarantuje to odpowiednia dokladnosé
obliczeri. z drugiej strony obszar stabilnosci absolutnej schematu po-
winien by¢ jak najwiekszy, gdyz implikuje to ograniczonosé btedu glo-
balnego. Zachowanie odpowiednich proporcji pomiedzy tymi dwoma
warunkami zdaje sie byé recepta na zbudowanie dobrego schematu
wielokrokowego.

Definicje dotyczace liniowych uktadéw rownan rézniczkowych zwy-
czajnych uogoélniaja sie na ukltady nieliniowe. Do tego celu wykorzy-
stuje sie metode lokalnej linearyzacji. Zalozenie, ze funkcja f z row-
nania (1) jest dwukrotnie rozniczkowalna wzgledem ¢ i x w pewnym
otoczeniu punktu (¢g,xp), pozwala na wyodrebnienie czesci liniowej
wzgledem x. Otrzymamy wowczas uktad rownan liniowych postaci

d_:L‘ = fgg (to,xo)x(t), (14)

dt

gdzie f.(to,xo) jest stala macierza Jacobiego.

W przypadku rozwazania obszaru stabilnosci absolutnej wystarczy
zadac¢, aby nalezaly do niego wszystkie liczby hA;, j = 1,2,...,m,
gdzie \; sa wartosciami wlasnymi macierzy Jacobiego f.(to, o). Na-
tomiast nieliniowy system (1) jest uwazany za sztywny w punkcie tg,
jezeli uktad réwnan rézniczkowych z macierza Jacobiego w
jest sztywny.

Praca ta jest pos$wiecona numerycznym metodom rozwiazywania
sztywnych zagadnieri poczatkowych réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych. Ograniczono sie przy tym tylko do klasy schematéw znanych pod
nazwa formut wstecznego rézniczkowania. Obok znanych juz schema-
tow przedstawiono ich uogdélnienia i zbadam je pod katem wtasnosci
numerycznych.

Praca zorganizowana jest w nastepujacy sposoéb. W nastepnej cze-
$ci podana jest ogélna teoria zwiazana z metodami typu predyktor-
korektor. Przedstawione sag rowniez formuty wstecznego roézniczko-
wania BDF oraz ich rozszerzone odpowiedniki EBDF, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem obszaréw stabilnosci absolutnej tych schema-
tow. w trzeciej czesci przedstawiono uogoédlnione formuty wstecznego
rozniczkowania EB"DF' charakteryzujace sie lepszymi wlasnosciami
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numerycznymi. Udowodniono twierdzenie dotyczace rzedu tych me-
tod oraz pokazano obliczone obszary stabilnosci absolutnej tych for-
mut. W czwartej, ostatniej czesci, dokonano krotkiego podsumowania
przedstawionych w tej pracy algorytmoéw i oceniono ich przydatnosé
do rozwiazywania sztywnych nieliniowych uktadéw réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych.

2. Formuly wstecznego rézniczkowania

Konieczno$¢ uzywania schematoéow zamknietych jest oczywista.
Maja one szereg lepszych cech w poréwnaniu ze schematami otwar-
tymi, na przyktad wiekszy obszar stabilnosci absolutnej. Niestety, sto-
sujac metode niejawna, na kazdym kroku obliczenn zmuszeni jesteSmy
do rozwiazania réwnania lub uktadu réwnan algebraicznych

Xk_|_q = @(xk; Lh41y--- 7xk+q—17 Xk+q)7 (15>

gdzie funkcja ® jest na ogoédl nieliniowa. Rownania typu (15) rozwia-
zujemy metodami iteracyjnymi, np. metoda Newtona [9].

Metody iteracyjne wymagaja podania przyblizenia poczatkowego,
przy czym metody te sa tym szybciej (jezeli w ogole) zbiezne, im lepsze
jest podane poczatkowe przyblizenie. w praktyce stosuje sie metody
typu predyktor-korektor. Najpierw obliczamy przyblizong warto$¢ x4,
schematem otwartym (predyktor), a nastepnie poprawiamy te wartosé
schematem zamknietym (korektor). Wyznaczajac dokladniejsza war-
tos$¢ x4, metoda niejawng wykorzystujemy wspomniane powyzej me-
tody iteracyjne. Dzieki doborowi odpowiedniego predyktora wystar-
czy wykonaé¢ zwykle tylko kilka iteracji, poniewaz startujemy z do-
brego przyblizenia. Warto dodac, iz oba schematy, to jest predyktor
i korektor, powinny by¢ podobnych rzedéw, gdyz o dokltadnosci obli-
czen decyduje sktadnik o nizszym rzedzie, a o koszcie metody sktadnik
o rzedzie wyzszym. Mowi o tym:

Twierdzenie 4

Niech x), oznacza koncowy wynik dziatania predyktora i korektora na
k-tym kroku, zas Cpq1 bedzie statq btedu korektora. Jezeli rzqd p ko-
rektora jest mniejszy lub rowny od rzedu p* predyktora, to dla dowolnej
liczby iteracyi predyktora i korektora

o — 2(ty) = Cppt WP (1) + O(hPT?),
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Zatem caty schemat typu predyktor-korektor jest rzedu p ze statq btedu
Chi1-
Jezeli rzqd p* predyktora jest mniejszy od rzedu p korektora (p* =p—r
dlar=1,2,...), to

r —a(t) = OW T dlam=1.2,....r,

2™ —2(ty) = Cph?T Pt (1) 4 O(WPH?) dlam >,

gdzie m jest liczbg wykonanych iteracyi przy wyznaczaniu przyblizenia
rozwigzania rownania korektora.

Dowod tego twierdzenia mozna znalezé w [12, str. 103]. Mozna
takze pokazac, ze jezeli schemat uzywany w roli korektora jest zbiezny,
to zbiezna jest takze cala metoda typu predyktor-korektor (bez
wzgledu na zbieznos¢ predyktora). Z powyzszego twierdzenia widac,
ze najkorzystniej jest przyja¢ p* = p, ewentualnie p* = p — 1.

Przejdzmy teraz do schematow ze wstecznym rozniczkowaniem lub
po prostu formut wstecznego rozniczkowania. Najczesciej uzywa sie na
ich okreslenie skrotu BDF od angielskiego Backward Differentiation
Formulae. Dane sa one wzorem:

q
D kg = hByfrtg (16)

Jj=0

przy czym wspotczynniki o i 8, podane s w tabeli 1. Uwzgledniono
tam takze kat « z definicji A(«a)-stabilnosci, rzad i stala btedu metody.
Mozna wykazaé¢ [5], ze dla ¢ > 7 formuly wstecznego rozniczkowania
rzedu ¢ nie sa zero-stabilne, dlatego sa one bezuzyteczne z praktycz-
nego punktu widzenia.

Duze katy « z definicji A(«)-stabilnosci dla poczatkowych for-
mutl BDF wskazuja na przydatnos$é¢ tych schematéw w numerycznym
rozwiazywaniu uktadéow réwnan rézniczkowych zwyczajnych o duzym
wspotczynniku sztywnosci. Nazwa schematow BDF wzieta sie od pew-
nej formy ich zapisu. Okazuje sie bowiem [8, str. 350], iz kazda formute
wstecznego rézniczkowania mozna przedstawi¢ przy pomocy operatora
wstecznego rozniczkowania

VZpi1l = Tntl — Tn- (17)
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Tablica 1: Dane dotyczace formul wstecznego rozniczkowania (BDF) dla
g=1...6.

qlos| as Qy Qs o%) aq o | Bq |17ad p|Cpi1 | max
1 L[| =1 1] 1 | —3/|090°
2 L | -3 5 [5] 2 | —=§] 90
5 1 |—i8) o |_2 )6 | 3 |_3/8603°
4 1 | —48| 3 | _1o| 3 |12 4 |_12\73350
5 1 |—300| 300 |_ 200 75 |_.12160 | 5 |_.10 57840
6|1 |—350) 450 | 400} 225 |72 ) 10| 60} g |20 177.84°

Granica obszaru stabilnosci absolutnej metod wstecznego rézniczko-
wania dana jest wzorami:

Re(v(0) = 3 ajcosla )0

q (18)
Im (¥ (0)) =5, 3 ajsin(g —1)0.

Przyktadowy obszar stabilnosci absolutnej jest podany na rysunku 2.

0 15
Re(hk)

Rysunek 2: Obszar stabilnosci absolutnej (zakreskowany) schematu
BDF rzedu 6.

W 1980 roku J. R. Cash [2] zaproponowal rozszerzenie schematow
wstecznego rozniczkowania (ang. Extended Backward Differentiation
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Formulae). Sa one oparte na formule

q—1

Thyq T Z Tt = hBqfrtq + hBq+1 frtqt1- (19)
j=0

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do typowych liniowych schematow
wielokrokowych, w ktorych do wyznaczenia wartosci x4, przybliza-
jacej doktadne rozwiazanie z(t;q) zagadnienia (1), wykorzystuje si¢
punkty @p,Tp41,...,Tr4q—1, tutaj dochodzi dodatkowy, jeszcze nie
wyznaczony, punkt xy,1. Wartosci wszystkich wspoélczynnikéw do-
brane sa tak, zeby formula miala rzad réwny g + 1. Wymaganie to
jednoznacznie definiuje wspotezynniki (19).

Trzeba jeszcze sprecyzowaé¢ w jaki sposéb wykonywaé obliczenia
takim schematem, majgc dane startowe punkty xp, Tgpq1,..., Thtg—1-
Otoz przy pomocy jakiego$ predyktora wyznaczamy punkty u; be-
dace przyblizonymi warto$ciami punktéw x ;. Najpierw liczymy punkt
Ug4q — Przyblizenie punktu xj,. Nastepnie tym samym schematem
predyktora wyznaczamy punkt w41, czyli aproksymacje¢ punktu
Tg+q+1- Dopiero na koricu obliczamy szukang warto$¢ x4, na pod-
stawie Tp, Tri1,-- -, Thpg—1, Uktq+1- Oczywiscie podstawowe wilasno-
$ci schematu, typu stabilnosé czy rzad, sa zalezne w duzej mierze od
tego, jaki predyktor zostal uzyty do obliczen. Z twierdzenia 4 wiemy,
ze rzad takiego predyktora musi byé rowny co najmniej ¢, zeby caly
schemat predyktor-korektor byl rzedu g+ 1. Cash uzyt jako predyktora
g-krokowej metody wstecznego rézniczkowania

Thaq = Q0T + A1 Tpy1 + -+ AQq1Tkqg—1 + hbg fryq- (20)

Predyktor jest schematem zamknietym, wiec na kazdym kroku jego
obliczeri jestesmy zmuszeni rozwigzywaé¢ rownanie algebraiczne. Dla
kazdej metody iteracyjnej, uzywanej do rozwiazania tego réwnania,
potrzebny jest jednak jaki$ punkt startowy — przyblizenie poczatkowe,
znacznie przyspieszajace, a w wielu przypadkach w ogoéle umozliwia-
jace poprawne dzialanie metody iteracyjnej. Taki swego rodzaju pre-
predyktor powinien byé¢ oczywiscie schematem otwartym. Cash (]3],
porownaj tez [8, str. 311]) wykorzystal w tym celu wlasnosci operato-
row wstecznego rozniczkowania

q
Tpi1 = Z Vi, + O (hq+1) , (21)
=0
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dla ustalonego kroku catkowania h i punktow x,,, Tpy1, ..., Tn—q. Sche-
mat (19) z g-krokowa metoda BDF jako predyktorem oraz

q
Tpil = Z Vi, (22)
=0

jako pre-predyktorem nosi miano metody EBDF. Algorytm EBDF wy-
glada zatem nastepujaco:
Krok 1. Uzyj schematu BDF do obliczenia w4 4:

Uktq = AOTE + A1T11 + - + Ag—1Tk1g—1 + hbqf(tk+q, uk+q), (23)
przyjmujac za przyblizenie poczatkowe punkt wujy,11 z poprzednie]
iteracji.

Krok 2. Uzyj schematu BDF do obliczenia wpyq1:

Uk+qg+1 = AOTk+1 T A1Tk42 + - + Qg—2Tk4q—1

+ ag—1Uk+4q + hbqf(tk+q+17 Uk+q+1)7 (24)
przyjmujac za przyblizenie poczatkowe u](cojz g+l punkt
© ~ o
Yktgq+1 = Z V7 Uk+q, (25)
=0
obliczony na podstawie punktow xp, i1, .-, Thtq—1, Uk4q-

Krok 3. Uzyj korektora do uzyskania rozwigzania rzedu g + 1
w punkcie £ 4

Thtq = QT + Q1T 41 + 0+ Qg—1Tk4g—1
+ hﬁqfk+q + h5q+1f(tk+q+17 uk+q+1)a (26>

przyjmujac za przyblizenie poczatkowe punkt uii, z danej iteracji.

Wektory upyq i Uryqr1 88 wyznaczane z doktadnodcig rzedu g, zas
schemat (26) jest rzedu g + 1. Calkowity rzad schematu EBDF jest
zatem rowny g + 1. Okazuje sie jednak, iz schematy tego typu maja
wiekszy obszar stabilnosci absolutnej niz standardowe schematy BDF
tego samego rzedu. Wspotczynniki schematéw EBDF mozna znalezé
w oryginalnym opracowaniu [2, str. 238]. Wartosci katow ez 2z tego
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opracowania okazaly sie jednak niepoprawne. Obliczenia wtasne, znaj-
dujace potwierdzenie w [11, str. 289|, daly w wyniku katy, ktore mozna
znalez¢ w tabeli 2.

Zauwazmy, ze kazdy z trzech krokéw algorytmu wymaga rozwia-
zania nieliniowego uktadu réwnan w celu uzyskania zadanego rozwia-
zania. Efektywnym sposobem (porownaj [10]|) rozwiazywania takich
uktadéw jest metoda iteracyjna Newtona. Niestety wymaga ona do-
konania rozktadu LU odpowiedniej macierzy Jacobiego. W algorytmie
EBDF wykorzystuje sie nastepujace iteracje:

1
(I — hbgJi) (w?), — ulr V) = —ulfL D + Z ajTht

1
+ hbqf(tk—l—qa u](f;_q ))7

1 —1
(I — hquk+1)(ul(~cp—|)—q+l - ul(f;qul) = _Ui(f:rqja + Ag—1Uk+q
q—2
3" ajann g + hbof (trpgrn w0,
7=0
7 () 1) N
(I - hﬁqu)(ku:_q - xk_|_q ) klzl—q + Zajxk"'j

+ hBq f (tktqs xg;ql)) + hBg+1 f (etgr1, Uktq+1),

gdzie Jj jest macierza Jacobiego réwnania predyktora w punkcie
tk+q> Jr+1 macierza Jacobiego réownania predyktora w punkcie t34 441,

l
Jk macierzg Jacobiego réwnania korektora w punkcie t5,, zas x()

() sg przyblizeniami odpowiednio z; i u; w l-tej iteracji. Na ogot
przmeuJe sie Jp = Ji41 1 nie zmienia sie tych macierzy tak dtugo jak
dlugo procesy iteracyjne pozostaja zbiezne. Zatem wystarczy dokonaé
rozktadu LU dwoch réznych macierzy Jacobiego — jednego dla réwnan
predyktora (23) - (24), jednego dla réwnania korektora (26).

Warto dodaé¢, ze w celu unikniecia duzych nakltadéw oblicze-
niowych zwiazanych z dwukrotnym rozkladem LU w 1983 roku
J. R. Cash [4] oraz |3| zaproponowal modyfikacje metody EBDF, tak
zwana MEBDF, czyli Modified Extended Backward Differentiation

Formulae.
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Tablica 2: Dane dotyczace rozszerzonych formutl wstecznego rozniczkowania
(EBDF) dlag=1...8.

q 1 2 3 4 5 6 7 8
rzad p 2 3 4 5 6 7 8 9
Umax 90° 90° 90° |87.61°|80.21° |67.73° | 48.82° | 19.98°
C 5 a7 11 394 690 2515 12145 | _270172

p+1 12 138 1970 | 12505 | 34811 | 186578 | 1253418 | 37211841

0.4167{0.1232|0.0563|0.0315|0.0198 |0.0135 | 0.0097 | 0.0073

3. Uogoblnienie formul wstecznego rézniczkowania

W formule BDF do wyznaczenia punktu x;, wykorzystywalo si¢
punkty Tg, Tr41,..., Thyqg—1- W schemacie EBDF trzeba byto dodat-
kowo wyliczy¢ przy pomocy predyktora punkt w41 bedacy przybli-
zeniem punktu p4441. Nastegpowalo w tym przypadku wybiegnigcie
w przysztosé, ale tylko o jeden krok. Zostana przedstawione wlasnosci
schematow, w ktorych korzysta sie z punktoéw wybiegajacych w przy-
sztos¢ o wiecej niz jeden krok. Oznaczmy zatem przez ¢ liczbe krokow
predyktora, przez qo liczbe krokéw korektora, zas przez r liczbe kro-
kow w przysztosé. Niech ¢ = max {q1,q2}.

Nowe schematy sktadaé¢ sie beda z formut:

q
Pre-predyktor: 44 = Z ijk;+q_1, (27)
7=0
q1—1
Predyktor: x344, = hbg, fitq — Z ATy, (28)
7=0
q2+r g2—1
Korektor: 44, = h Z Bj frt+i — Z AjThyj- (29)
J=a2 J=0

Na obliczenia bedzie sktadaé¢ sie r + 1 wywolan predyktora oraz jedna
iteracja schematu korektora. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia na
nowe schematy:

e B"DF - qg-krokowa formuta wstecznego roézniczkowania
z r krokami w przysztos$¢. Sposrod wspolezynnikow ([ tylko
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Bgs Bg+1s- - Bg+r sa mniezerowe. W szczegdlnosci B°DF to
zwykta BDF'.

e FB"DF - schemat typu predyktor-korektor, w ktérym uzywamy
formuly BYDF do obliczenia punktow Utq> Ukgt1s - -+ > Ukggir
(predyktor), a nastepnie formute B" DF' do wyznaczenia punktu
Zp4q (korektor). Predyktora uzywamy zatem r+ 1 razy, a korek-
tora tylko raz. Liczba krokéw predyktora i korektora moga by¢
rozne. W szczegolnosci EB'DF to zwykla EBDF.

Algorytm oparty na uogolnionych schematach wstecznego rozniczko-
wania FB" DF mozna przedstawi¢ w nastepujacych krokach:
Krok 0. Uzyj schematu predyktora BDFEF do obliczenia w4 4:
q1—1
Uptq = hbg, [ (tkrqs Uk+q) — Z AjTk+q—q1+3>
7=0

przyjmujgc za przyblizenie poczatkowe punkt wujy,1 z poprzednie]
iteracji.
Krok 1. Uzyj schematu predyktora BDFEF do obliczenia w4 q41:
Q1 —2

Uktq+1 = hbgy (kg1 Ukrgr1) — E AjLh4-g—q1+j+1 — Qg1 —1Uk+g>
=0

przyjmujgc za przyblizenie poczatkowe punkt .42 z poprzednie]
iteracji.

Krok (r — 1). Uzyj schematu predyktora BDF do obliczenia
Uk+qg+r—1-

Upgr—1 = Pbgy [ (Lrggar—1, Ukggir—1)

q1—" q1—1
- E :aj$k+q—q1+j+r—1 - E . GjUkiq—qitjtr1,
j=0 j=q1—r+1

przyjmujac za przyblizenie poczatkowe punkt wj444, z poprzedniej
iteracji.
Krok r. Uzyj schematu predyktora BDF do obliczenia wgq,:
Uktgtr = Mgy f(tktgirs Uktq+r)
qlf'f‘fl Q1*1

- E: @jLk+q—qi+j+r — E AjUk+q—qi+j+r
=0 J=q1—r
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przyjmujac za przyblizenie poczatkowe punkt
©) Zq
_ J
uk+q+7‘ - \Y% Uk+q+r—1,
Jj=0
obliczony na podstawie punktow
Lhdr—15Lhkdry -5 Lhtq—15 Uk+tq> Uk+q+1s -+ 5 UWktqgtr—25 Uktqgt+r—1-

Krok (r 4+ 1). Uzyj schematu korektora B" DF do uzyskania przy-
blizonego rozwigzania w punkcie ty4:

q2—+r q2—1
Lk+q = hﬁqu(tk—l—qa xk—b—q)_'_h Z ﬁjf(uk-i-q—qr!-j)_ Z AL k+q—qa2+3>
J=q2+1 J=0

przyjmujac za przyblizenie poczatkowe punkt uyy ., z danej iteracji.

W schemacie EB"DF predyktorem jest zwykta metoda wstecz-
nego rozniczkowania (BDF). Wspotczynniki dla takich formul dla
qg = 1,2,3,4,5,6 zostaly podane w tabeli 1. Uzywanie samych for-
mut BDF dla ¢ > 6 do numerycznego rozwiazywania réwnan roéznicz-
kowych zwyczajnych nie ma sensu ze wzgledy na ich niestabilnos¢.
Maja one jednak duze znaczenie jako formutly predyktora miedzy in-
nymi w schematach EBDF, MEBDF i podanych w tej pracy. Dla ¢
wiekszych od 6 wspotczynniki mozna znalezé w tabeli 3.

Korektor w nowych schematach jest g-krokowa formula BDF
z r krokami w przysztosé. Wspoétezynniki takiej metody wyznaczone
sa w taki sposob, by jej rzad byt jak najwyzszy. Dla dwoch i trzech
krokéw w przysztosé wspoltezynniki zamieszczone sa w tabelach 4 1 5.

Waznym wyznacznikiem jakosci schematu, poza jego stabilnoscia,
jest jego rzad. Dla pojedynczych formut badanie rzedu jest algoryt-
micznie proste. Trudniejsze jest badanie rzedu schematéw bardziej zto-
zonych. O rzedzie nowych schematow FB” D F wychodzacych r krokow
w przysztosé mowi:

Twierdzenie 5

Niech predyktor bedzie qi-krokowq formutq BDFE, korektor zas
qa-krokowq formutq BDFE z r krokami w przysztosé. Predyktor jest
rzedu q1 ze statq btedu Co, czyli dla wartosci i, Tpi1,. .-, Thiq—1
rownym rozwigzaniu rzeczywistemu zachodzi:

T(thtg) — Thpqn = CohP @D )+ O (het2) .
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Korektor jest rzedu qo ze statq bledu Dg, czyli dla wartosci
Ty Tkt ls -+ s Thtqo—1 OTAZ Thigot1, Thtqot2s -« s Lhtqotr TOWNYM T0Z-
wigzaniu rzeczywistemu zachodzi:

— +r+1 +r+1 +r+2

m(thrth) = Tktqgy — Dohq2 " x(qz " )(thrfIz) +O (hq2 " ) .

Wowczas rzqd catego schematu typu predyktor-korektor EB" DF jest
rowny min{q1 + 1,92 + r}.

Dowéd:
Niech ¢ = max {q1,¢2}. Zalozmy, ze wartosci Ty, Tp41,- .., Thiq—1 S8
réowne rzeczywistemu rozwiagzaniu x(t5), (tk41), - - -, 2(tkqq—1). Wyko-

rzystujac fakt, ze predyktor jest rzedu ¢ i postepujac zgodnie z algo-
rytmem dostajemy:

Krok 0.
I(t]H_q) — Uktq = Coh41+1x(fh+1) (ﬁk—i—q) + 0 (h(I1+2) ]
Krok 1.

T(thtrqr1) — Uktqr1 = T(thtgr1) — hbgy f(Lrtqr1s Uhrgr1)
q1—2

+ § : jZktq—qi+j+1 + Qg1 —1Uk-+q
Jj=0
= Z(thtq+1) — hbg, [ (tktq+1, Uktgr1)
Q1 —2

+ E , AjThtg—qi+j+1 T Ag—1Z(ktq)
Jj=0

— ag—1 (T(tk+q) — Uktq)
= Coh® 0D (1) 011) + O (B9 F2)
_ qu—lcohq1+1$(q1+1)(tk+q) +0 (hq1+2)
= (Co — ag,—1Co) R 2@+ (1 ) 4+ O (R H2)
— ORI (1) + O ()
Przedostatnia z réwnosci wynika z faktu:
$(q1+1)(tn+j) _ x(q1+1)(tn + jh) = x(q1+1)(tn) +0 (hq1+2) )

W kolejnych krokach algorytmu postepujemy analogicznie. W kroku
drugim przyktadowo dostajemy:

T(trygr2) — Unggqr2 = T(tpggr2) — hbgy f(tkyqr2, Uktqr2)
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q1—3 q1—1
+ E :ajxk+q*q1+j+2+ E | AUk g—gii+2
=0 j=aq1—2
q1—3
= &(trrqr2) — Mg f (tergra, Uktqr2) + D QjTkiq qutj+2
J=0
q1—1 q1—1
+ Y aalthig-grire) — D a5 (@(terg-qiiit2) — Ukyj2)
J=qn—2 J=q—2
1 1 2
= Cgh®Hglart )(tk+q+2) +0 (hq1+ )
q1—1
E . pait+1.(q1+1 . q1+2
- a; (th 1 x( 1 )(tk+q+]) + O (h 1 ))
Jj=q1—2

= (Co — ag,—2Co — ag, 1C1) K 2@ D (14 ) + O (B9 F?)
= Coh® @D (1 )+ O (k1 +2).

W kroku r-tym natomiast

T(tktgrr) = Uktgrr = T(tktgrr) — hbgy f (Lrtgirs Uktqtr)
q1—r—1 q1—1
+ D @Tkigeqiitr T D Glkg— gt
Jj=0 Jj=q1—r
q1—r—1

= &(thtgir) = hbg 1 f (bhiqir Ukigir) + D @Thig aitjir
j=0
q1—1 qi—1
+ Z ;@ (Lt g—qr+itr) — Z a;j (T(hrq—qr+j+r) = Uk+q—qi+j+r)
Jj=qi—r Jj=qi—r
= Coht @tV (1y 1) + O (W1 H2)
q1—1
— Z a; (thq1+lx(q1+1)(tk+q+j) +0 (hQ1+2)>
J=q—r
= (CO — Zj =q — rm_lajcj—qﬁ—r) hQ1+1$(q1+1)(tk+q)
+0 (htI1+2) _ CThQ1+1x(q1+1)(tk+q) +0 (hq1+2) )
W ostatnim (r + 1)-szym kroku

x(tk+q) — Lhtq = $<tk+q> - hﬁq2 fk+q
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q2+r q2—1
—h Z Bj f (tktg—qotis» Uktq—gots) T Z O Lk+q—q2+j
Jj=q2+1 J=0
q2+r
= &(thrq) = PBapfrra =T D Bif (tkrg—gorss ®(thig—gs1))
Jj=q2+1
q2—1 q2+r
+ Z QjThyg—qotj + I Z Bj (f (tk+q—gat5> T(tht+g—ga+5))
7=0 Jj=q2+1

—f (Chtq—qotis Uktq—gotj))
_ Dohq2+r+1x(qz+r+1)(tk+q) +0 (hq2+r+2)
q2+r

+h Z ﬁj (f(tk:+q—qz+j’ x(tk+q—q2+j)) - f(tk+q—q2+j’ “k+q—q2+j)) :
Jj=q2+1

Wiadomo jednak, ze
S Chtgts T(Crrqs)—f ks Uhtgri) = L (T(Chagrs) — Uhtgts)
:Eq+j0th1+1x(Q1+1)(tk—|—q) +0 (hQ1+2)
O () 1O (),
dla pewnych staltych F;ij =0,1,...,r. Stad

$(tk+q) — karq — Dohq2+r+1x(q2+7‘+1) (thrq) _|_ O (hq2+,r.+2)
q2+r
e S (BTt )+ 0 (047
Jj=q2+1
— Doth+r+1x(qQ+r+1)(tk+q)
q2+r o
+ h‘h+2x(91+1)(tk+q) Z B;Ci_go + O (h‘11+3) +0 (hqz+r+2)
Jj=q2+1
= consty - KT consty x K2 4 O (R1F3) 4 O (R92H7F2)

_ in{g142,g2+r+1 in{q1+3,q2+r+2
const - (iR r 1) L O (vt taatri2))

co dowodzi, ze schemat jest rzedu min{q; + 1, g2 + 7}.
([

W szczegodlnosci dla q; = g2 + r — 1 schemat jest rzedu g2 + r, zas dla
q1 = q2 rzedu g1 + 1. Dla r = 1 oba powyzsze przypadki sprowadzaja
sie do jednego q = q1 = g2 rozwazanego przez Casha.

145



Michat Bernardelli

Poza rzedem schematu pozostate kryteria stuzace do poréwnywa-
nia jakosci schematéw numerycznego rozwigzywania réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych sa $cisle zwiazane z ich obszarem stabilnosci ab-
solutnej. Wyznaczenie takiego obszaru dla schematéow typu predyktor-
korektor jest znacznie trudniejszym zadaniem niz w przypadku wielo-
krokowych schematow liniowych [1|. Obliczone katy z A («)-stabilnosci
podane sa w tabelach 6 i 7. Przyktad konturu obszaru stabilnosci ab-
solutnej metody E2BDF przedstawiony jest na rysunku 3.

4. Podsumowanie

Jako parametry jakosci schematu przyjatem w swojej pracy rzad
schematu oraz kat aune. 2z A(«)-stabilnosci. Wszystkie dane dotyczace
opracowanych przeze mnie uogédlnionych formutl wstecznego rézniczko-
wania sg zebrane w tabelach 6 1 7. Sa one potwierdzeniem tezy moéwia-
cej, iz zwiekszenie rzedu schematu, czyli jego doktadnosci, jest zwia-
zane ze zmniejszeniem obszaru jego stabilnosci absolutnej. Na szcze-
$cie parametry istniejacych formut EBDF i MEBDF autorstwa Casha
mozna poprawi¢. Porownania tych formut z ich uogélnionymi wersjami
sa na to dowodem.

Schematy EB"DF dla q; = g2 (tabela 6)

Rzad tych schematow jest rowny gs + 1, czyli nie zalezy od liczby
krokow w przysztosé. Dla » = 1 dostajemy podane przez Casha for-
muty EBDF. Ich uogo6lnienie poprzez ,wyjscie w przyszto$é¢”’ nie po-
prawia rzedu, ale znacznie zwieksza ich obszar stabilnosci absolutnej.
Warto zwroci¢ szczegdlng uwage na przypadek r = 2, gdyz katy amaq
sa tutaj najwieksze. Wraz ze wzrostem liczby krokéw w przysztosé
obszary stabilnosci absolutnej zaczynaja maleé¢, dla r < 4 okazuja sie
by¢ nawet mniejsze od podstawowej EBDF. Ze wzgledu na naktady
obliczeniowe z nimi zwiazane, to jest r + 1 wywotlan predyktora, nie
optaca z nich korzysta¢ w praktyce. Najbardziej wydajny wydaje sie
schemat EB2DF. Jest on A(0)-stabilny dla g2 = 1,2,...,9 podczas
gdy zwykta formuta EBDF nie jest dla g3 = 9 A(«)-stabilna dla zad-
nego «. Zwiekszone obszary stabilnosci absolutnej w wiekszosci przy-
padkéw beda rekompensowaé zwiekszenie naktadéw obliczeniowych,
ktore w tym przypadku sprowadzaja sie do skorzystania tylko jeden
raz wiecej z formuly predyktora. Najdoktadniejszy z A(0)-stabilnych
schematow (g2 = 9) ma rzad rowny 10.

Schematy EB"DF dla g1 = g2 +r — 1 (tabela 7)
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Tablica 6: Wartosci kata qumne, schematow EB”DF dla ¢1 = g2 (rzad rowny
g2 +1).

e |12 3 | 4 | 5 | 6 | 7| 8 | 9

r = 1{]90°190° 90° |87.61°|80.22°|67.73°|48.82°|19.98°
r = 2{190°|90°| 90° |88.44°(83.32°|75.06°|63.37°|47.27°|24.31°
r = 3|[90°]90°|89.97°|86.83°|80.46° | 71.30°|59.13°|43.15°| 21.08°

Tablica 7: Wartosci kata anq, schematow EB"DF dla ¢ = g2 +1r—1 (rzad
rowny gs + 7).

¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

r=1| 90° 90° 90° |87.61°|80.22°|67.73°|48.82°(19.98°| —
r =2 90° 90° |89.33°|85.37°|78.48°|68.77°|55.77°|38.23°|12.77°
r = 3| 78.72°|77.02°|71.09°|62.04°|49.78°|33.35°| 9.01° | — —

W przeciwienistwie do przypadku opisanego powyzej rzad tych
schematow zalezy od liczby krokéw przyszlosé i jest réwny go + r. Jak
poprzednio dla r» = 1 dostajemy zwykle formuly EBDF. Poczawszy
od r = 3 obszary stabilnosci absolutnej sa w uogélnionych schematach
mniejsze niz odpowiadajace im obszary dla r = 1. Interesujacy okazuje
sie przypadek dla » = 2. Dla g3 > 6, czyli dla schematéw z wyzszymi
rzedami, katy au,q. sa wyraznie wigcksze. Nawet dla go = 9 dostajemy
schemat A(0)-stabilny i to rzedu 11. Ma on jednak mniejszy obszar
stabilnosci absolutnej od odpowiadajacej formuly EB2DF przy takiej
same]j liczbie krokéw predyktora i korektora.

Sposrod schematow typu EB” DF praktyczne zastosowanie moga
znalezé schematy EB2DF dla ¢ = g2 lub ¢1 = ¢2 + 1. Charakteryzuja
sie one bowiem zwickszonym, w poréwnaniu z podstawowymi schema-
tami EBDF i MEBDF', obszarem stabilnosci absolutnej, a w przypadku
q1 = g2 + 1 nawet zwickszonym rzedem.
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