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Streszczenie

W pracy wyniki z egzaminu testowego rozwazane sa jako zmienne losowe
i analizowane sa rozktady tych zmiennych. Na podstawie tej analizy zapropo-
nowane sg algorytmy oceniania testow.

1. Wstep

Sprawdzanie wiedzy jest istotna czescia procesu dydaktycznego. Wiele eg-
zaminow czy zaliczen na réznym etapie edukacji przeprowadza sie przy pomocy
testéw. Spotkac sie mozna z zarzutem, ze oceny oparte na tescie zawieraja ele-
menty przypadkowosci; mozna na przyklad zdaé egzamin majac szczescie, tak
jak w grze losowej. Jest to niewatpliwie prawda, ale czy egzaminy ustne prze-
prowadzane ,klasyczna metoda”’, kiedy na przyktad student otrzymuje jedno,
dwa pytania nie zawieraja elementu przypadkowosci? Takie pytania zawsze
dotycza tylko drobnej cze$ci wymaganego materiatu. I moze sie zdarzy¢, ze
student otrzyma pozytywna ocene znajac tylko te ,wylosowana” cze$¢ ma-
terialu, ale moze si¢ rowniez zdarzy¢, ze zna np. 80% materialu, a dostanie
pytanie sposréd pozostalych 20-tu procent.

W wypadku testow, przynajmniej tej drugiej ,,niesprawiedliwo$ci” mozna
uniknaé obejmujac testem calosé lub wigkszosé materiatu danego przedmiotu
i ustawiajac odpowiednie progi ocen. Omodwienie rodzajéw pytan testowych
z przedmiotéw Scistych mozna znalezé np. w [5]. W pracach [3] i [4] sa oma-
wiane informatyczne narzedzia do tworzenia testéw i przetwarzania wynikéw.

Element losowoéci przy kazdym egzaminie, réwniez testowym pozostaje
(wyjawszy przypadek, ze student zna wszystkie odpowiedzi na wszystkie py-
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tania) i w zwiazku z tym wydaje si¢ rozsadne uzyé¢ do oceny wynikéw testu
odpowiedniego aparatu rachunku prawdopodobienstwa.

W pracy tej chcielibySmy zaproponowaé pewne algorytmy oceny testéw
wykorzystujace taki aparat oraz dzigki analizie przeprowadzonej symulacji za-
proponowaé pewne jego udoskonalenia. W uproszczonej wersji algorytm zostal
zaproponowany w [5].

Testy mozna podzieli¢ na testy jednokrotnego i wielokrotnego wyboru.
W tym artykule zaproponujemy algorytm dotyczacy testu jednokrotnego wy-
boru.

2. Proponowany algorytm

Przy tescie jednokrotnego wyboru dokladnie jedna odpowiedz na kazde
pytanie jest prawdziwa.

Na egzaminach z matematyki pytania jednokrotnego wyboru wydaja sie¢
byé¢ sensowne m.in. wtedy, gdy w pytaniu chodzi o podanie konkretnej liczby
z przeprowadzonego obliczenia. Premiujemy wowczas umiejetnosé wyboru po-
prawnej metody rozwiazania, a redukujemy ,kary” za bledy rachunkowe. Jesli
bowiem w trakcie rozwigzania zostanie taki btad zrobiony, to prawie na pew-
no nie bedzie prawdziwa zadna z odpowiedzi i student najprawdopodobniej
zacznie tego bledu poszukiwaé.!

Pierwszym naturalnym zatozeniem przy punktowaniu takiego testu po-
winno by¢ nastepujace:

Jesli student zna prawidlowa odpowiedZ na dane pytanie i zakredli ja,
to otrzymuje jeden punkt. Wynika to z naturalnego wymogu, ze osoba, ktéra
prawidtowo odpowiedziata na wszystkie pytania w tescie powinna uzyskac tyle
punktéw, ile byto w tescie pytan.

Jesli natomiast nie zna odpowiedzi, to ma do wyboru: albo zrezygnowac
z odpowiedzi na to pytanie i nic nie zaznaczy¢, albo zaznaczy¢ ,losowo” i liczy¢
na szczescie.

Chcieliby$my aby osoba ,przyznajaca si¢ do niewiedzy” miata wigksze
szanse na lepszy wynik niz osoba ktéra skresla zupelnie losowo. Aby ten efekt
uzyskaé¢ nalezy uzy¢ rachunku prawdopodobienstwa.

Wprowadzamy oznaczenia:
n — liczba pytan w tedcie,
k — liczba odpowiedzi na pytanie,
d — duze punkty, czyli liczba pytan z dobrze zaznaczona odpowiedzia

! Niestety nie mozna wykluczyé, ze zamiast tego zacznie szukaé¢ innej metody!
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m — male punkty uzyskane z testu,

z — liczba pytan ze zle zaznaczona odpowiedzia,
b — liczba pytan z niezaznaczona odpowiedzia,
w — sumaryczna liczba punktéw z testu.

Za prawidlowo zaznaczone cale pytanie uzyskujemy k malych punktow,
za pytanie ze zle zaznaczona odpowiedzia k — 2 maltych punktéw, a za pytanie
7 niezaznaczong odpowiedzig k — 1 maltych punktéw. Prowadzi to do réwnania

m=dk+ z(k —2)+ b(k —1).
Wstawiajac b = n — d — z otrzymujemy

m=dk+zk—-2)+(n—-d—=z)(k-1).

Jedli bedziemy uzywaé narzedzi informatycznych w postaci skanera i od-
powiedniego oprogramowania omawianych w [3], to w wyniku ,przepuszcze-
nia” testow przez skaner uzyskamy dane w postaci duzych punktéw (za pra-
widlowa odpowiedZ za cale pytanie) i malych punktéw (za prawidlowe zazna-
czenie poszczegdlnych odpowiedzi). Czyli bedziemy mieli dane liczby n, d i m.
Wryliczajac z tego z i b mamy

z=n(k—1)+d—m,

oraz
b=n(2—k)—2d+m.

Przyjmijmy, ze za zta odpowiedz student otrzymuje x punktow za brak
odpowiedzi y punktéw.

W takim razie sumaryczna liczba punktéow wyniesie
p=d+aznk—1)+d—m)+yn2—k)—2d+m).

Najlogiczniej przyja¢ y = 0, co oznacza, ze za zupelny brak wiedzy na
dany temat i przyznanie sie do tego nie otrzymuje sie ani zadnej nagrody
ani kary. Innymi slowy student, ktéry oddat ,czysta kartke” otrzymuje zero
punktow.

Wynik osoby, ktéra nie skresla losowo jest zdeterminowany, natomiast
wynik osoby skreslajacej losowo moze by¢ rézny. Jest zatem zmienna losowa
bedaca suma punktéw za poszczegdlne pytania. Poniewaz warto$é oczekiwa-
na sumy jest réwna sumie wartosci oczekiwanych, wystarczy rozwazy¢ wartosé
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Tabela 1
z; | 1 x
pi |3 |5

oczekiwang zmiennej losowej opisujacej punkty uzyskane za jedno losowo skre-
$lane pytanie.

Prawdopodobienstwo losowego skreélenia poprawnej odpowiedzi wyno-
si %, za$ prawdopodobienstwo skredleniania odpowiedzi niepoprawnej wynosi
kk;l. Omawiana zmienna losowa jest zatem zmienna dwupunktowa o rozkta-

dzie danym w tabeli 1:

Stad wartos$¢ oczekiwana jest réwna ([1])

1 1 L k—1
4 r—.
k k
Ma ona by¢ nie wigksza niz wynik studenta, ktéry nie zakreslit odpowiedzi
czyli niz 0, skad wynika, ze
1

T ——

k-1
Ale nie zawsze bedzie tak, ze wybdér odpowiedzi jest istotnie czysto lo-
sowy. Zademonstrujemy to przyktadzie.

PYTANIE 1. Rozwazamy funkcje f(x) = “Z‘# w przedziale otwartym
(0;1). Wtedy funkcja ta w tym przedziale

posiada minimum (NTE)
jest ograniczona; (NIE)
jest wypukla; (NIE)
@ jest wklesta; (TAK).

Przypuéémy, ze student zna algorytm wyznaczania ekstreméw funkeji (np.
[2]) i robi to nastepujaco:

Oblicza pochodna funkcji otrzymujac:

422 — 8x + 3

f’(.’E) = (z —1)2

Wyznacza miejsca zerowe pochodnej (rozwiazujac réwnanie kwadratowe):

_ 1 _ 3
Tr1 =3, T2 =35
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Zauwaza, ze tylko x; lezy w rozwazanym przedziale i wyznacza znak po-
chodnej na prawo i na lewo od miejsca zerowego na przyktad:

0,04 -0,8+3
! 1:7 ’
f(0,1) T1-1Z >0,
3,24 -72+3
! % )
f(0,9)_—(079_1)2 <0.

Whioskuje z tego, ze w punkcie % jest maksimum, zatem odpowiedz A jest
falszywa.

Nie wie natomiast, ktéra odpowiedz z pozostaltych jest prawdziwa.

Tym niemniej powinien on mieé¢ wieksze szanse na lepszy wynik niz stu-
dent, ktéry skresla wszystkie odpowiedzi zupetnie losowo.

Oznacza to, ze jego wartos¢ oczekiwana uzyskanych punktow za to pytanie
powinna by¢ wieksza niz przy skreslaniu catkowicie losowym.

Rozwazymy problem ogdlniejszy. W pierwszym przypadku potrafimy wy-
kluczy¢ u odpowiedzi, czyli ,losujemy” sposréd v = k — u, a w drugim u + 1
odpowiedzi, zatem losujemy spoéréd v — 1.

Prawdopodobienstwo skreslenia poprawnej odpowiedzi wynosi w pierw-

szym wypadku %, a niepoprawnej Uzl, zatem warto$é¢ oczekiwana jest rowna
1 v—1
1-—+4+x
v v
. . . . 1 . v=2 Py
Natomiast w drugim przypadku odpowiednio =5 i {=f zatem wartos¢
oczekiwana wyniesie
1 1 4 v—2
——tz .
v—1 v—1

Ta druga warto$¢ ma by¢ wieksza. Bedzie to spelnione dla z < 1 zatem
dla z < —ﬁ mamy zadany efekt.

Wydaje sie jednak, ze student, ktéry potrafi wykluczy¢ przynajmniej jed-
ng z odpowiedzi na dane pytanie powinien juz byé wyzej ,oceniony” niz stu-
dent, ktéry nic na dane pytanie nie wie (niezaleznie od tego czy sie do tej
niewiedzy przyznaje czy nie). Oznacza to, ze wartos¢ oczekiwana w tym wy-
padku powinna by¢ dodatnia, co oznacza, ze musi by¢ spetniona nierownosé:

1 k—2

1. —— - =
k—1+mk—1>0’
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skad

Ostatecznie otrzymujemy

€<1.1
v k-2 k—1]

Im bardziej chcemy nagradzaé¢ za wiedze pozwalajaca wykluczy¢ przynaj-
mniej jedng odpowiedz, tym bardziej x powinno by¢ bliskie prawego konca
tego przedziatu.

W proponowanej w dalszej czesci pracy konkretnej implementacji oma-
wianego algorytmu jest zaproponowane 11 stopniowe (s = 0,...,10) ,nagra-
dzanie” za czeSciowa wiedze (jest to jednoczesnie ,zniechecanie” do catkowicie
losowego zaznaczania) odpowiadajace wartosci

__]-_8<1_?1>
YT TR 10\k—2 k-1)"

Wykorzystujac ten algorytm przeprowadziliSmy kilka symulacji i pokusi-
liSmy sie o pewne wnioski.

Przypusémy, ze test sktada sie z 24 pytan i z 4 odpowiedzi na kazde pyta-
nie. Postulujemy, ze od 12 punktéw jest ocena dostateczna, od 14 dostateczna
plus, od 16 dobra, od 18 dobra plus i od 20 dobra. Przypusémy, ze trzej studen-
ci znaja odpowiedzi na 12 pytan, przy czym student Sy na pozostale nie wie
nic, student 57 potrafi w pozostalych wykluczyé¢ jedna odpowiedz, a student
So potrafi wykluczy¢ 2 odpowiedzi.

Gdyby student pozostawil pozostale pytania bez odpowiedzi, to uzyskalby
12 punktéw i ocene dostateczna. Jesli bedzie skreslal losowo, to w zaleznosci
od ,szczescia” uzyska od 12 do 24 duzych punktéw. Oznaczmy przez ws wyniki
wyliczone przy stopniu nagradzania s =0, s =1, s =5 oraz s = 9.

Wszystkie te wielkosci: d, z, m, w; (i = 0,1,5,9) beda zmiennymi loso-
wymi o rozktadach zaleznych od tego, ktérego studenta rozwazamy.

Wyznaczymy te rozklady.

Aby uzyskaé¢ 12 + j, j = 0,1,...,12 duzych punktéw (czyli aby d =
12 + j) trzeba uzyskaé i sukceséw w 12 prébach schematu Bernoulliego dla
p = % w przypadku studenta Sy, p = % w przypadku studenta S; i p = %
w przypadku studenta S5. Biorac pod uwage wzér na prawdopodobienstwo

takich zdarzen b(p, N,K) = (%)pK(l — p)V=E ([1]) otrzymujemy tabele 2.
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Dla tatwiejszej orientacji zaokraglamy wieksze prawdopodobienstwa do dwdch
miejsc po przecinku, dlatego nie musi si¢ wszystko sumowaé¢ dokladnie do
jedynki). Wartosci danej zmiennej losowej umieszczamy w kolumnach.

Tabela 2

Po p1 P2 d| z |m| w w1 w5 Wy

0,03 0,008 0,0002 || 12 | 12 | 72 8 7,8 7 6,2

0,13 0,05 0,003 13 74 1 9,33 9,15 8,42 7,68
0,23 0,18 0,016 14 76 || 10,67 | 10,50 | 9,83 | 9,17
0,26 0,21 0,05 15 78 || 12,00 | 11,85 | 11,25 | 10,65
0,19 0,24 0,12 16 80 || 13,33 | 13,20 | 12,67 | 12,13
0,10 0,19 0,19 17 82 || 14,67 | 14,55 | 14,08 | 13,62
0,04 0,11 0,23 18 84 | 16,00 | 15,90 | 15,50 | 15,10
0,011 0,05 0,19 19 86 || 17,33 | 17,25 | 16,92 | 16,58

0,0024 | 0,015 0,12 20
0,00035 | 0,0033 | 0,05 21
0,000035 | 0,0005 | 0,016 || 22
2-107% | 0,000045 | 0,003 || 23
6-10=% | 2-107% | 0,0002 || 24

88 |[ 18,67 | 18,60 | 18,33 | 18,07
90 |[ 20,00 | 19,95 | 19,75 | 19,55
92 |[ 21,33 [ 21,30 | 21,16 | 21,03
94 |[ 22,66 | 22,65 | 22,58 | 22,51
96 || 24,00 | 24,00 | 24,00 | 24,00

ol |nw oo N|w oS5

Analizujac te tabelke mozna wydedukowaé, ze chyba dobrym stopniem
,hagradzania” jest 1 (ale 0 tez wyglada sensownie). Przy takim wyborze stu-
dent, ktéry zaznaczyt poprawnie 12 pytan, a pozostate zostawil puste ma 12
punktow i ocene dostateczna. Natomiast student Sy, ktéry zupelnie losowo
zanacza pozostate 12 odpowiedzi z prawdopodobienstwem 0,65 uzyska liczbe
punktow nizszg niz 12, a wiec nie zaliczy egzaminu, z prawdopodobienstwem
0,19 uzyska liczbe punktéow pomiedzy 12 i 14, czyli dostanie ocene dostatecz-
na, z prawdopodobienstwem 0,14 uzyska co najmniej 14 punktéw, czyli ocene
wyzsza niz dostateczna, w tym z prawdopodobinstwem zaledwie 0,0142 liczbe
punktéw co najmniej 16, czyli ocene dobra lub wyzej.

Student 57, ktéry potrafi wykluczyé w 12 pytaniach jedna odpowiedz
z prawdopodobienstwem 0,45 uzyska mniej niz 12 punktéow, z prawdopodo-
bienstwem 0,21 pomiedzy 12 i 14 punktéw oraz z prawdopodobienstwem 0,39
wynik co najmniej 14 punktéw (ocena co najmniej 3+) w tym z prawdopodo-
bienstwem 0,06 ocene dobra (co najmniej 16 punktéw).

Student So, ktéry potrafi wykluczyé¢ w 12 pytaniach dwie odpowiedzi
z prawdopodobienstwem 0,07 uzyska mniej niz 12 punktéow, z prawdopodo-
bienstwem 0,21 pomiedzy 12 i 14 punktéw oraz z prawdopodobienstwem 0,80
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wynik co najmniej 14 punktoéw (ocena co najmniej 3+) w tym z prawdopodo-
bienstwem 0,38 ocene co najmniej dobra (co najmniej 16 punktéw).
Zapiszmy te dane w ponizszej tabeli dajace rozktad zmiennej losowej O

odpowiadajacej ocenom. W pierwszym wierszu podane sa zdarzenia, w na-
stepnych ich prawdopodobienstwa.

Tabela 3
O 2 3 3,9 4 4.5 5
Dla Sy || 0,65 | 0,19 | 0,15 | 0,011 | 0,003 | 0,00004
Dla Sy || 0,39 | 0,23 | 0,30 | 0,048 | 0,019 | 0,00054
Dla S, || 0,07 | 0,12 | 0,42 | 0,19 | 0,19 0,019

W nastepnej symulacji zakladamy, ze studenci Sy, S 1 .S2 znaja odpowie-
dzi na 13 pytan, a w pozostalych potrafia analogicznie odrzuci¢ odpowiednio
jedna i dwie odpowiedzi. Wyniki otrzymujemy w tabelach. Ograniczamy si¢
od tej chwili do przypadku s = 1:

Tabela 4

PU P1 P2 d w1

0,04 0,012 | 0,0005 || 13 || 9,15
0,15 0,06 0,005 || 14 | 10,50
0,26 0,16 0,03 15 || 11,85
0,26 0,24 0,08 16 || 13,20
0,17 0,24 0,16 17 || 14,55
0,08 0,17 0,23 18 || 15,90
0,03 0,08 0,23 19 || 17,25
0,006 | 0,03 0,16 20 || 18,60
0,001 | 0,007 |0,08 21 [/ 19,95
0,0001 | 0,0012 | 0,03 22 || 21,30
8-107% | 0,00012 | 0,005 | 23 [ 22,65
2-1077]6-107% | 0,0005 || 24 || 24,00

A oto tabela 5 analogiczna do tabeli 3 prezentujaca rozklad zmiennej
losowej O.

Widzimy, ze w tym wypadku student Sy ma duze szanse ,poprawié¢” sie
na ocene dobra a nawet na dobra plus.

W kolejnej symulacji zaktadamy, ze studenci Sy, Sy i .S znaja odpowiedzi
na 16 pytan.
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Tabela 5
O 2 3 3,9 4 4.5 )
Dla Sy || 0,45 | 0,26 | 0,25 | 0,03 | 0,001 | 0,0001
Dla S; 0,23 | 0,24 | 0,40 | 0,12 | 0,003 | 0,00013
Dla Sy || 0,033 | 0,08 | 0,39 | 0,39 | 0,11 0,0,03

Tabela 6
PO Pl P2 d w1
0,10 0,04 0,004 | 16 || 13,20
0,27 0,16 0,03 17 || 14,55
0,31 0,27 0,11 18 || 15,90
0,21 0,27 0,22 19 || 17,25
0,09 0,17 0,27 20 || 18,60

0,023 0,07 0,22 | 21 || 19,95
0,004 0,02 0,11 | 22 || 21,30
0,0004 | 0,002 | 0,03 || 23] 22,65
0,000015 | 0,00015 | 0,004 || 24 | 24,00

Analizujac te sytuacje widzimy po pierwsze, ze nie mozna sobie pogorszy¢
oceny ponizej 3. Student Sy, czyli ten, ktory skresla pozostate 8 pytan zupelnie
losowo ma prawdopodobienstwo 0,68, ze sobie ,,pogorszy” oceng, a tylko 0,15,
ze sobie poprawi. Student Sy prawdopodobienstwo 0,43, ze sobie pogorszy
a 0,26, ze poprawi. To na pierwszy rzut oka wyglada na sprzeczno$é¢ z zalo-
zeniem, ze studentowi temu powinno sie juz oplaci¢ zaznaczaé¢ odpowiedzi.
Jednak sprzecznosci w tym nie ma. Liczba punktéw wyliczona za 18 duzych
punktéw jest minimalnie pod granica 16 punktéw, od ktérej hipotetycznie jest
stawiana ocena dobra. Gdyby minimalnie zmodyfikowa¢ te granice np. na 15,90
to juz te prawdopodobienstwa bytyby odpowiednio 0,191 0,26 i juz ,,optacilo-
by si¢” zaznaczaé¢ odpowiedzi. Natomiast student Sy ma prawdopodobienistwo
0,63, ze ocene poprawi, natomiast tylko 0,18, ze pogorszy.

We wszystkich trzech symulacyjnych sytuacjach widzimy, ze studenci Sy
i Sy, ktoérzy zaryzykuja moga zostaé ukarani za ,brak szczescia”. W wypadku
dwdéch pierwszych symulacji prawdopodobienstwo, ze wynik bedzie nizszy niz
12 punktow wydaje si¢ zbyt duze. Sugeruje to wprowadzenie pewnej korekty,
np. ze za 50% duzych punktéw otrzymuje si¢ ocene dostateczna niezaleznie
od liczby punktéw wyliczonych po zastosowaniu proponowanego algorytmu.
Mozna tez ustawi¢ dolnag granice na ocene dostateczna na 11,85 punktow,
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Tabela 7
O 3 3,9 4 4,5 )
Dla Sy || 0,10 | 0,58 | 0,21 | 0,11 | 0,04
Dla Sy 0,04 | 0,43 | 0,27 | 0,24 | 0,02
Dla Sy || 0,004 | 0,14 | 0,22 | 0,49 | 0,14

wtedy prawdopodobienstwo ,pecha” w wypadku studenta S7 wyniesie tylko
0,18, a studenta So wyniesie 0,02, albo wrecz ustawi¢ te granice na 10,50 —
wtedy te prawdopodobienstwa wyniosa odpowiednio 0,05 i 0,0032.

Oczywiscie nie zawsze bedziemy mieli do czynienia ze studentami doktad-
nie typu Sp, S1 1 Se. Zwykle student niektére zadania rozwiaze catkowicie po-
prawnie, niektore zostawi nierozwiazane, a co do niektorych nie bedzie pewien
odpowiedzi, ale postanowi zaryzykowaé. Rozpatrzmy na przyklad studenta,
ktory zna odpowiedzi na 12 pytan, z pozostalych dwunastu zostawi nieza-
kreslonych 4, w 3 zaryzykuje nie znajac nic, w dalszych trzech zaryzykuje
i potrafi wykluczy¢ jedna odpowiedz i w ostatnich dwéch zaryzykuje potrafiac
wykluczyé dwie odpowiedzi. Zmienna losowa d opisujaca zdobyte przez niego
duze punkty moze przyjmowaé wartosci od 12 do 20 punktéw, przy czym na
przyklad aby uzyska¢ 14 punktéw musi ,trafi¢” 2 razy. Prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia wyniesie wiec

b(4,3,0)-5(4,3,0)b(2.2,2) +5(1,3,0) - b(4,3,1) (5,21
+b (%,3,0) -b(§,3,2) -b(%,2,0) +b(i,3,1) -b(§,3,o) -b(%,2,1)
+b(5,3,1) 5 (3,3,1) - b(£,2,0) +5(1,3,2) - b(4,3,0) -5 (5,2,0) ~0,27.

Jak widzimy wyliczenie pelnego rozktadu zmiennej d jest dosy¢ zmud-
ne. Na szczescie autor mégl postuzyé sie gotowym programikiem napisanym
w pascalu dwadzieScia pare lat temu do celow dydaktycznych i szczesliwie
zachowanym. Oto on:

var nn,k1,k2,k3,n1,n2,n3,j,i,n,k,l:integer;
x,y,h,g,e,f,a,b,c,d,pl,p2,p3:real;
plik:text; aa:array[0..100] of real;
function bin(var n,k:integer; p:real):real;
begin a:=0; for i:=1 to n do

begin a:=a+ln(i);end; b:=0;

for i:=1 to k do begin b:=b+ln(i):end: c:=0:
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for i:=1 to n-k do begin c:=c+1ln(i);end;
d:=a-b-c;e:=kx1n(p);f:=(n-k)*1n(1-p);
g:=d+e+f;bin:=exp(g) ;end;

begin

assign(plik,’wyniki’); rewrite(plik);
writeln(’podaj nl1,n2,n3’);

read(n1,n2,n3); nn:=nl+n2+n3;
writeln(’podaj pl,p2,p3°); read(pl,p2,p3);
for k1:=0 to 100 do begin

aalkl] :=0;end;

for k1:=0 to nl do begin

for k2:=0 to n2 do begin

for k3:=0 to n3 do begin
x:=bin(nl,k1,pl)*bin(n2,k2,p2) *bin(n3,k3,p3);
for 1:=0 to nn do begin

if k1+k2+k3=1 then begin aa[l]:=aal[l]+x;
end;end;end;end;end;

for 1:=0 to nn do begin
writeln(plik,1l,’--",aa[1]:4:6);

end.

Wystarczyto go uruchomié, wybra¢ nl = 3, n2 = 3, n3 = 2, pl = 0.25,
p2 = 0.333333333, p3 = 0.5 otrzymujac plik wyniki w postaci?

o

--0.031250
--0.140625
--0.268229
--0.283709
--0.182436
--0
--0
--0
--0

[y

.073206
.017940
.002459
.000145.

O N O O W N

2Do otrzymania poprzednich rozkladéw tez mozna bylo uzyé¢ tego programu wstawiajac:
dla studenta So: n2 = n3 = 0 oraz nl = 12 w symulacji 1, nl = 11 w symulacji 2, nl = 8
w symulacji 3; dla studenta S1: n1 = n3 = 0 oraz n2 = 12 w symulacji 1, n2 = 11 w symulacji
2, n2 = 8 w symulacji 3; dla studenta S2: n1 = n2 = 0 oraz n3 = 12 w symulacji 1, n3 = 11 w
symulacji 2, n3 = 8 w symulacji 3. Ale mozna tez byto skorzystaé¢ z arkusza kalkulacyjnego,
ktoéry ,,obstuguje” rozktad Bernoulliego.
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FLatwo stad otrzymujemy potrzebny rozktad: prezentujemy go w ponizszej
tabeli (podobnie jak poprzednio zaokraglamy prawdopodobienstwa):

Tabela 8

S| 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p | 0,03 0,14 | 0,27 | 0,28 | 0,18 | 0,07 | 0,02 | 0,002 | 0,0001

Student, ktéry zdobyt d duzych punktéw ma matych punktow
4d+3-4+2-(24—4—d).

Wtedy rozktady odpowiadajace malym punktom oraz wynikowi wygladaja
nastepujaco:

Tabela 9
m 76 78 80 82 84 86 88 90 92
wy | 9,20 | 10,55 | 11,90 | 13,25 | 14,60 | 15,95 | 17,30 | 18,652 | 20,00
p | 0,03 0,14 | 0,27 | 0,28 | 0,18 | 0,07 | 0,02 | 0,002 | 0,0001

A oto rozklad odpowiadajacy ocenom przy postulowanych progach:

Tabela 10

Oceny 2 3 3,5 4 4,5 5
D 0,44 | 0,28 | 0,25 | 0,02 | 0,002 | 0,0001

Ten przykltad potwierdza, ze wydaje sie zasadne wprowadzenie propono-
wanej wczesniej korekty.

Ponizej prezentowany jest program napisany w TeX-u, wyliczajacy wszyst-
kie mozliwe wyniki dla danych n, k i s. Warto zwréci¢ uwage na polecenie
\usun dzieki ktéremu diugo$é moze byé wykorzystywana jako ulamek dzie-
sietny oraz \uSUN zaokraglajaca te utamki do dwéch miejsc po przecinku.

\documentclass{article}

\usepackage{ifthen}

\usepackage{multicol}
\newdimen\wynik\newcount\stp\newcount\duze
\newcount\male\newcount\zle\newcount\ilepyt
\newcount\ileodp\newcount\mini\newcount\aa

162



Rachunek prawdopodobienstwa wspomaga dydaktyke

\newcount\maks\newdimen\xx\newdimen\xy
\newcount\xw\newcount\xv\newcount\xu
\def\uSUN#1.#2#3#4#5#6#7 ; ; {#1{, }#2#3}
\def\usunpt{\expandafter\USUN\the}
{\catcode‘p=12 \catcode‘t=12

\gdef \USUN#1pt{\uSUN#1{}{F {3 {F{3{}{3};;}}
\begin{document}

\aa=0

\whiledo{\aa<40}

{\immediate\write16{ }\advance\aal}
\immediate\writel6{Podaj liczbe pytan - n}
\read-1 to\ilepyt
\immediate\writel6{Podaj liczbe odpowiedzi na pytanie - k}
\read-1 to\ileodp
\immediate\writel6{Podaj stopien zniechecania
do losowego skreslania - s(0-10)}
\read-1 to\stp

\aa=\ileodp\advance\aa-2

\xx=1pt\xy=1pt

\divide\xx-\aa
\xy=1pt{}\advance\aail\divide\xy\aa
\advance\xx\xy\multiply\xx\stp
\divide\xx10

\xy=1pt\divide\xy-\aa

\advance\xx\xy

\def\wylicz#1#2{\duze=#1
\male=#2{}\zle=\ilepyt\multiply\zle\aa
\advance\zle\duze

\advance\zle-\male

\wynik=\duze pt

\xy=\xx\multiply\xy\zle
\advance\wynik\xy}

\xw=-1

\whiledo{\xw<\ilepyt}

{\advance\xw1
\mini=\ileodp\multiply\mini\xw
\xv=\ilepyt\advance\xv-\xw
\xu=\ileodp\advance\xu-2

\multiply\xv\xu

\advance\mini\xv
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\maks=\miniladvance\maks\ilepyt\advance\maks-\xw
\xu=\mini\advance\xu-1

\columnseprule=0.4pt

\begin{multicols}{6%}

\parindent=0em

\par
\whiledo{\xu<\maks}{\advance\xul\wylicz{\xw}{\xu}
$w({\bf\the\duze, \the\xu)= \usunpt\wynik$

\\

}

\end{multicols}

}

\end{document}

Po skompilowaniu go dla n = 10, £k = 4, s = 1 otrzymamy wydruk
(w(d, m) oznacza wyliczony wynik dla d duzych i m malych punktéw.

w(0,20) = —3,49 | w(1,28) = —0,04 | w(3,30) =1,95 | w(6,32) = 4,60
w(0,21) = —3,14 | w(1,29) =0,30 | w(3,31) =230 | w(6,33) =4,95
w(0,22) = —2,79 | w(1,30) = 0,65 |w(3,32) =2,65 |w(6,34) =530
w(0,23) = —244 | w(1,31) = 1,0 w(3,33) =30 | w(6,35) = 5,65
w(0,24) = —2,09 | w(2,24) = —0,79 | w(4,28) = 1,90 w(6 36) = 6,0
w(0,25) = —1,74 | w(2,25) = —0,44 | w(4,29) =225 | w(7,34) =595
w(0,26) = —1,39 | w(2,26) = —0,09 | w(4,30) =2,60 | w(7,35) =630
w(0,27) = —1,04 | w(2,27) =025 |w(4,31) =295 w(7 36) = 6 65
w(0,28) = —0,69 | w(2,28) =0,60 |w(4,32) =330 |w(7,37)=
w(0,29) = —0,34 | w(2,29) = 0,95 |w(4,33) =365 |w(8,36)= 7 30
w(0,30) =0,0 | w(2,30) =130 |w(4,34)=40 w(8 37) = 17,65
w(1,22) = —2,14 | w(2,31) =165 |w(5,30) =325 |w(8,38) =80
w(1,23) = —1,79 | w(2,32) =2,0 w(5,31) = 3,60 | w(9,38) = 8,65
w(1,24) = —1,44 | w(3,26) = 0,55 |w(5,32) =395 w(9 39) = 9,0
w(1,25) = 1,09 | w(3,27) =0,90 | w(5,33) =4,30 | w(10,40) = 10,0
w(1,26) = —0,74 | w(3,28) =125 |w(5,34) = 4,65

w(1,27) = —0,39 | w(3,29) =1,60 | w(5,35) =50

Jesli zdecydujemy sie¢ na wprowadzenie proponowanej powyzej korekty
w postaci dolnej granicy duzych punktéw, za ktore egzamin jest zaliczony nie-
zaleznie od koncowych wyliczen, nalezy kod uzupelni¢ w odpowiednich miej-
scach o nastepujace linie:

\newcount\minim
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\newdimen\minimp

\immediate\writel6{Podaj minimalna granice duzych
punktow za ktora jest zaliczenie}

\read-1 to\minim

\minimp=\minim pt

\ifnum\duze<\minim{}\else

\ifdim\wynik<\minimp

\wynik=\minimp\else\fi\fi

Po wprowadzeniu tych linii otrzymamy dla takich samych danych (n = 10,
k =4, s = 1) nastepujacy wydruk:

w(0,20) = —349 | w(1,28) = —0,04 | w(3,30) =1,95 | w(6,32) =5,
w(0,21) = —3,14 | w(1,29) =0,30 |w(3,31) =230 |w(6,33) =50
w(0,22) = —2,79 | w(1,30) = 0,65 | w(3,32) =2,65 |w(6,34) =530
w(0,23) = —2,44 | w(1,31) =1,0 w(3,33) =30 w(6,35) = 5,65
w(0,24) = —2,09 | w(2,24) = —0,79 | w(4,28) =1,90 | w(6,36) = 6,0
w(0,25) = —1,74 | w(2,25) = 0,44 | w(4,29) =225 | w(7,34) =595
w(0,26) = —1,39 | w(2,26) = —0,09 | w(4,30) =2,60 |w(7,35) =630
w(0,27) = —1,04 | w(2,27) =025 |w(4,31) =295 |w(7,36) = 6,65
w(0,28) = —0,69 | w(2,28) =0,60 |w(4,32)=330 |w(7,37)=70
w(0,29) = —0,34 | w(2,29) =0,95 | w(4,33) =3,65 | w(8,36) =730
w(0,30) = 0,0 w(2,30) =1,30 | w(4,34) = 4 o w(8,37) = 7,65
w(1,22) = —2,14 | w(2,31) =1,65 | w(5,30) = w(8,38) = 8,0
w(1,23) = —1,79 | w(2,32) = 2,0 w(5,31) = 5 0 w(9,38) = 8,65
w(1,24) = —1,44 | w(3,26) = 0,55 | w(5,32) = 5,0 w(9,39) = 9,0
w(1,25) = —1,09 | w(3,27) = 090 | w(5,33) = 5,0 w(10,40) = 10,0
w(1,26) = —0,74 | w(3,28) =1,25 | w(5,34) =5,

w(1,27) = —0,39 | w(3,29) =1,60 | w(5,35) =5,

W pracy [4] omawiany jest program do przetwarzania wynikéw testu
rowniez napisany w TeX-u. Wystarczy ten program uzupelni¢ odpowiednio
o powyzszy kod otrzymujac gotowe wyniki z zastosowaniem proponowanego
algorytmu.?

3Mozna, jeszcze ten program uzupeié o wyliczenia dostosowujace progi ocen pozytyw-
nych do wymagan sugerowanych przez Europejski System Transferu i Akumulacji Punktéw
(ECTS) ([6]) to znaczy po 10% ocen A i E (unas 51 3), po 25% ocen BiD (unas 4,51 3,5)
oraz 30% ocen C (u nas 4).
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3. Podsumowanie

Przedstawiona propozycja obliczania wynikéw z pewnos$cia nie jest jedy-
na i niekoniecznie musi by¢ najlepsza. Bezkrytyczne stosowanie jakiegokolwiek
algorytmu do oceniania wynikéw egzaminu niesie niebezpieczenstwo, ze ktos
moze zostaé¢ skrzywdzony. Zawsze ostateczng decyzje o metodzie oceniania,
czy ustawieniu progéw ocen musi podejmowaé egzaminator biorac pod uwage
rozne aspekty: jak trudno$é i stopien skomplikowania zadan, czas egzaminu,
mozliwo$¢ korzystania z pomocy, wzmiankowany w przypisie postulowany roz-
ktad itp. Uzycie metody informatycznej pozwala szybko modyfikowaé np. pro-
gi ocen w trakcie przetwarzania wynikow egzaminu. Nie zawsze egzaminator
przed egzaminem prawidtowo oceni skale trudnosci zadan i moze pojawié sie
koniecznos¢ obnizenia lub podwyzszenia wczesniej zakladanych wymogow.
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