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ZAGADNIENIE STEROWALNOSCI DLA ROWNAN LAME

[Stowa kluczowe: réwnanie Lame, sterowalno$é]

Streszczenie.

W pracy rozwazane jest zagadnienie sterowalnodci dla réwnan rézniczko-
wych czastkowych. Dokladniej oméwiony jest problem sterowalnosci dla ani-
zotropowego ukladu Lame o zmiennych wspétczynnikach.Podane sg rezultaty
aproksymatywnej sterowalnosci i doktadnej sterowalnosci przy dodatkowych
zalozeniach geometrycznych.

1. Wstep

W pracy tej oméwiony jest problem sterowalnosci dla ukladu réwnan La-
me. Problem sterowalno$ci polega ogdlnie na takim zadaniu wymuszenia, tzn.
warunkéw poczatkowych, brzegowych lub sily obciazajacej, aby w ustalonej
chwili uzyskaé¢ zadany, n.p. zerowy stan ukladu. Dziedzina ta rozwinela sie
istotnie w ciggu ostatnich lat, dzieki zastosowaniu nowego aparatu matema-
tycznego i ma duze znaczenie praktyczne.

Na wstepie rozwazmy przyklad réwnania struny:

U — Uz = 0(8)0(z —a) dla z €]0,1]

z zerowymi warunkami brzegowymi i pewnymi warunkami poczatkowymi.
Chcemy znalezé¢ funkcje wymuszajaca v(t) tak, aby w czasie T struna byta
w spokoju. Po zastosowaniu transformaty Fouriera zadanie sprowadza sie do
znalezienia funkcji catkowitej w(t) takiej, ze

sin kmé

wlzk) = w(rk) = sin kma

dla k = +1,42, .... Stad wida¢, ze punkty wymierne a sa punktami niestero-
walno$ci, tzn. takiej funkcji v(¢) nie znajdziemy. Sens fizyczny tego jest taki,
ze gdy chcemy sterowac¢ w punkcie, bedacym weztem, to nie potrafimy zgasic
drgan zawierajacych harmonike odpowiadajaca temu weztowi. Jednak to nie
jest takie proste, istnieja punkty niewymierne, w ktérych sterowalno$c tez jest
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niemozliwa, np. punkty Liouville’a. Punktami sterowalnosci beda natomiast
niewymierne punkty algebraiczne.

Analogiczna sytuacja zachodzi w ukladach réwnan, wazne jest, w jakiej

czedci obszaru zadajemy wymuszenie, n.p. sterowalno$é réwnaniem Schrodin-
gera w obszarze M jest mozliwa przy zadaniu wymuszenia w podobszarze D,
jezeli D spetnia warunek:
Istnieje L(D) C (0, 00) taki,ze dla kazdego x € M — D kazda geodezyjna uogdl-
niona, wychodzaca z = przecina D w skoiiczonym czasie i dtugosc jej tuku od
x do punktu przeciecia jest zawarta w L(D).

Przedstawimy teraz rezultaty, dotyczace uktadu réwnan Lame.

Niech G C R? bedzie ograniczonym obszarem z brzegiem klasy C?, G jest
rozmaitoscig z brzegiem. Rozwazamy uktad sprezystosci

p(x)d%u — L(z,0,)u =0 ; (t,z) € (a,b) x G, (1.1)
gdzie

3
(L(m,@z)u)k = Z@;akl(u), k= 1, 2, 3,
=1

3
or(u) = > apij(z)eij(u),

1,j=1

1
eri(u) = §(akul + Qyuy,).

Zaktadamy, ze p > 0 oraz tensor aj;(-) spetnia zwykle warunki symetrii
oraz §cistej eliptycznoéci [7]. W przypadku izotropowym mamy

aijrl = M) 0ij0p + p(dindj + didj)-

Zaktadamy, 7e A, > 0 na G. Odpowiedniy regularno$é¢ wspétezynnikéw be-
dziemy zaktadali pézniej. Oznaczamy uktad (1.1) przez (1.1i) w przypadku
izotropowym.

Rozwazamy nastepujace warunki poczatkowo-brzegowe:

u(a) =u°, Owu(a) =u', na G, (1.2)

u=f, na (a,b) x 0G. (1.3)

Gdy w (1.3) f = 0, oznaczamy warunek przez (1.3)g. Dla (u®,u!) € H, H =
(H}(G)? x L*(@)?) mamy istnienie i jednoznaczno$é rozwiazania (u, dpu) €
C([a,b]; H) problemu (1.1),(1.2), (1.3)0.([7], [10]). Gdy dodatkowo (u°,u;) €
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H* = (H}(G)> N H?(G)3) x HY(G)?), to
(u,0pu) € C([a,b]; (H*(G)? N HH(G)?) x HY(G)?). ([7]). Ponadto zachodzi
zasada zachowania energii: En(u;t) = En(u;a), t € (a,b], gdzie

1 3
En(u;t) = = /(,0|(91¢/71,(t)|2 + Z o (u(t))er (u(t)))d,

jezeli u jest rozwiazaniem (1.1),(1.2), (1.3)g z warunkami (u’,u') € H. Waz-
nym rezultatem jest ciaglo$é¢ operatora [13]:

(u,ul) € H— o(u(-))v € L*([a,b] x 0G)?, (1.4)

3
gdzie (o(u)v)r = 3 og(u)|apxoa; v = (V1,v2,13) jest zewngtrznym wekto-
1=1
rem normalnym do dG. Pozwoli to nam uzyskaé istnienie i jednoznaczno$é w
stabszym sensie dla:

(u',u’) € X = (HH(G)’ x L*(G)?), [ € L*(la,b] x 9G).

Definicja 1.1. Moéwimy, ze uklad (1.1) ma wlasnos$é aproksymatywnej ste-
rowalnosci z brzegu warunkiem Dirichleta na [0, T] x G, jezeli zbi6r

{8 (1), w! (1)) : f € C(10, 7], L*(9G))?, }(0) = 0}

jest gesty w X, gdzie w' jest rozwigzaniem problemu (1.1), (1.2), (1.3) z u® =
ul =01iw/ = fna[0,T] x 0G.

2. Zasada jednoznacznego przedluzania dla uktadu sprezystosci

W rozdziale tym podana bedzie zasada jednoznacznego przedtuzania, ktéra
jest kluczowym rezultatem dla dowodu aproksymatywnej sterowalnosci. Do-
wéd przeprowadzony jest w kilku krokach. Wprowadzmy nastepujace oznacze-
nie:

A(u,v) = (03 (u), €5(v)) o = /avzjkzaz'ujakvzda?-
a
oraz

H := (h,V) = hpnOpm, h(z) -z —2°

Zauwazmy , ze

e(Hv) = €(v) + He(v), €(v) = {eg(v);k,1 =1,2,3},
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i stad
1
A(v, Hv) = A(v,v) + 3 /aijsz(awjakvl)dﬂ?-
G

Wilasno$é Py

Méwimy, ze funkcja f ma wlasno$é P, (piszemy f € Py) ( lub P_ i piszemy
f € P_), jezeli istnieje stata C' > 0 taka, ze

f+Hf>2CfonG(f-Hf >CfonG).

Wtlasnosé P.

Méwimy, ze (a;jr) ma wlasnosé P (oznaczamy agjp € P), jezeli istnieje stata
C > 0 taka, ze

(aijri(z) — (Haijr)(%))&iiék 2 Caijiéijér
dla z € G i symetrycznego tensora (£,,) € R3 x R3.

Lemat 2.1.
Niech p € Py, (aij; € P and p,a;ju € C3(G). Wtedy rozwiazanie u (1.1)
takie, ze (u, 0yu) € C([r, s]; H*) spelnia nieréwnosé

(s =) E(u;r) < C(B(usr) + || Vaulls, ), (2.1)
C > 0 nie zalezy od r, s i u.

Z twierdzenia o regularnodci §ladu ([9] twierdzenie 4.1), lematu 2.1 oraz
oszacowania

2
HV“H%Q(ZM) <ol iz, ) + D VumlZas, -
k=1

dostajemy

Whniosek 2.2. p. A\, u € C®(G),p € Py, \, u € P_. Niech u bedzie rozwiaza-
niem (1.17) na Qp, (u,0u) € C([0,T], H) i u = 0 w otoczeniu 7. Wtedy dla
dowolnego r,s € (0,T),r < s zachodzi

T
() Bn(u0) < CEn(u0) + Clr.s) [ 1u(t)l[fr-+ cydt
0

dla 90G71 € C*° i u = 0 w otoczeniu 9G1.
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Stad dostajemy zasade jednoznacznego przedtuzania.
Twierdzenie 2.3. Niech p, A\, u beda jak we Wniosku 3.4. Wtedy istnieje
Ty > 0 takie , ze dla T > Ty, jezeli u spelia (1.14) na G x [0, 7] i (u, dyu) €
C([0,T],H), u =0 w otoczeniu X7 to u = 0 na Q.

3. Aproksymatywna sterowalnosé

Dla dalszych potrzeb musimy zdefiniowaé stabsze rozwiazanie (1.1), (1.2), (1
Definicja 3.1. w : [0,T] x G — R? takie, ze (Oyw,w) € C([0,T], X) spelnia
zagadnienie (1.1), (1.2), (1.3) z warunkami (w w®) € X, fe L*[0,T] x 0G)
w stabym sensie, jezeli dla dowolnego (u’,u') € H zachodzi

< (=0hw(s), w(s)), (uls), Bu(s)) >(x,m=

< (7w13w0)a (uoaul) >(X,H) + / fO'(U)VdO’dt, s € [OaT]a (31)
[0,5]x0G

gdzie u spetnia (1.10,(1.2),(1.3)9 z (u’,u'). Oznaczamy tu przez <,>(x m)
pare dualng miedzy H i X.

Twierdzenie 3.2. Dla dowolnego (w',w®) € X, f € L%([0,T] x 0G) zagad-
nienie (1.1) < (1.2), (1.3) ma jednoznaczne rozwiazanie w.

Mozemy przytoczy¢ gtéwny rezultat
Twierdzenie 3.3. Niech p, A, u spelniaja zalozenia z wniosku 2.2. Wtedy
istnieje Ty > 0 takie, ze dla kazdego T > Ty uktad (1.1i) jest aproksymatywnie
sterowalny warunkiem Dirichleta z brzegu.
Dowdéd
Zalézmy nie wprost, ze zbidr

{8 (T),w! (1)) : f € C([0.T], L*(3G)), £(0) = 0}

nie jest gesty w X (tu w/ jest jak w definicji 1.1.).
Zatem istnieje 0 # (¢, 1) € H takie, ze

(@ (1), 0! (T), (=99)) =0 (3.2)

(X,H)
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dla kazdego f € C([0,T], L2(0G)), f(0) = 0. Ale wtedy problem dualny z
warunkami poczatkowymi w T réwnymi ¢, 1) na mocy poprzednich twierdzen
mialby zerowe rozwigzanie.

Sprzeczno$é z warunkiem (¢, 1)) # 0.

4. Rezultat o jednym pomiarze

Ciekawym rezultatem jest tez twierdzenie o jednym pomiarze.
Oznaczmy przez R operator Dirichlet to Neumann dla problemu (1.1) na
odcinku [0, S], to znaczy

RY: f = o(u/ (1)),

gdzie v jest zewnetrznym wersorem normalnym do brzegu G,

a f € H}([0,S] x 6G). Wtedy

Twierdzenie 4.1. Dla kazdego S > 0 istnieje f € H} (R x 6G), f(0) = 0
takie, ze wartoéé o(uf (t))v, t € [0, +00) wyznacza operator RS przy dowolnym
t> 0.

Dowdéd.

Niech dla tg > 0 f; bedzie baza ortonormalng w H{ ([0,%9] x 6G). Niech (g;)
bedzie ciggiem, w ktérym f; wystepuje nieskoniczenie wiele razy. Polézmy:

oo
flz,t) = Z ecnzgn(:z,t — ntg).
n=1
7, oszacowania energetycznego

le—cn®o (uf)(t + nto, )10 gg) xac — (R ga(t, )| < c'me™".

Biorac n — 400 dostajemy teze.

5. Dokladna sterowalno$é

W rozdziale tym omdwione zostang wyniki dotyczace doktadnej sterowal-
noéci dla ukladu Lame. W pracy [14] pokazano ten rezultat w przypadku
izotropowym. Mozna uzyskac¢ go w przypadku anizotropowym, ale w obu przy-
padkach rezultat ten wymaga dodatkowych zalozen typu geometrycznego.
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Oznaczmy:

bi(e) = pla). bae) = Aa) +2u(2), A; =} —bi(a)A,

pi(5,Q) 1= 5 (7 = b)), ¢ = (18)

H; oznacza pole hamiltonowskie generowane przez symbol p;,
char A; = {(2,() € T R* :pj(z,() =0}, j=1,2.

z=(t,z), P=20}—1, char P = char A; Uchar A,

exp(sH;)(0,2z,(),s € R nazywamy zerowa bicharakterystyka A;, gdy

pj(z,¢) = 0, jej naturalny rzut na R} nazywamy promieniem i oznaczamy
przez 17 (s).

Warunek A. Niech I' = 6G. Dla 7" > 0 i I" zachodzi Warunek A , gdy dla
dowolnego = € G,¢ € R3,b(x)|¢|2 = 1 promien z/(s,z, &) nie nalezy do do-
mkniecia G dla s € T

Zatozenie C. Dla dowolnej zerowej bicharakterystyki

(5,27(s),1,&1(s)), s € (0,t), takiej , ze 27(0) € G, 27(t) € §G zakladamy
< E(t),v(z(t) ># 0, dla j=1,2.

Oznaczmy zlamana bicharakterystyke A; przez 7/ (z,¢) oraz jej promien
przez i (s, z, &), z predkoscia promienia réwna 1.Wtedy
Warunek B. Méwimy, ze T' > 0,I' C §G spelniaja warunek B jezeli dla do-
wolnych z € G,¢ € R? takich, ze bj(z)|¢|? = 1 zachodzi 27(s,z,£) € T dla
pewnego s € (0,7).
Metoda oszacowania dokladnej obserwowalnodci i wykorzystujac Hilbert Uni-
queness Method dostajemy
Twierdzenie 5.1. JezeliT > 0, [', A, u spetniaja jeden z warunkéw , Warunek
A lub Warunek B, to dla kazdego S € (T, +oc), (0,u(0),u(0))) € X, istnieje
f € L?([0,S] x I') takie, ze rozwigzanie (1.1),(1.2),(1.3) spetia u(S) = 0,
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