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OBLICZANIE I REPREZENTACJA CZOLOWYCH
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we, sygnaly cyfrowe, ortogonalizacja Grama-Schmidta, stabilno$¢ numerycznal

Streszczenie

Praca dotyczy wyliczania czolowych funkcji kulistych. Za podstawe ob-
liczen przyjmujemy rozwiniecia wzgledem wielomianéw Legendre’a. Stosujac
rmodyfikowana ortogonalizacje Grama-Schmidta wraz z algorytmem z mono-
srafii Thompsona [27] otrzymujemy stabilng metode reprezentacji i wyliczania
tych funkcji.

Preliminaria

Dla danej liczby a > 0 rozwazmy klase W (a) funkcji catkowitych f : C — C
spelniajacych warunki

/ f(@)Pde <00 i |f(z)] < Ke¥?, vzec,

zdzie K jest dodatnig stata niezalezna od z, ktéra moze zaleze¢ od f.
Klasa W (a) ze standardowymi dzialaniami dodawania funkcji i mnozenia
ich przez liczbe z ciata C jest przestrzenia liniowa. Ponadto wzor

< fg>= / f(x)g(z)dz, f.g € W(a)

lefiniuje iloczyn skalarny w W (a). Zgodnie z teza twierdzenia Paleya-Wienera
W(a) z iloczynem skalarnym < -,- > jest przestrzenia Hilberta wszystkich
funkcji f: C — C postaci

£lz) = / F(t)ei*=dt,
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gdzie i = /=11 F € Ly(—a,a). Elementy klasy W (a) nazywamy sygnatami
analogowymi o pasmie a.

Dla kazdej liczby ¢ > 0, wartosci parametru s, dla ktoérych réwanie réz-
niczkowe

(1 —tHd"(t) — 2t/ () + (k — AtP)u(t) =0, |t <1,
ma niezerowe rozwiazanie, moga zostaé¢ uporzadkowane w Scidle rosnacy ciag
0 < ko(e) < Kki(e) < kale) <....

Co wiecej, dla k = kg(c) istnieje funkcja ug(c, t),

ug(e,r) : [-1,1] - R

spelniajaca to réwnanie rézniczkowe oraz warunek ug(c,0) = Py (0), gdzie Py
jest wielomianem Legendra stopnia k.

1 dt
Po) = g g -

Dla danej liczby dodatniej 7 przyjmujemy
c=ar

i okre$lamy czotowa funkcje kulista ¥y : [—7, 7] — R wzorem

1 ~1/2
Uy (1) = (/ us(c, s)%zs) (e, /7).

1

Teoria tych funkcji zostata opracowana gtéwnie przez H.J. Landaua, H.O.
Pollaka i D. Slepiana, zob. [15], [16], [24], [26].

Czolowe funkcje kuliste sa szczegélnym przypadkiem funkcji Sy, »(n) spel-
niajacych rownanie rézniczkowe

d dSmn(c,n) m?
i 0= PR+ = = £ St =0
rozwazanych w monografii [27] na stronie 309 dlam,n = 0,1, .... Latwo mozna

zauwazy¢, ze Wy (t) jest odpowiednio przeskalowana funkcja So i (c,t).
Za ksiazka [11] podajemy nizej najistotniejsze wlasnosci funkeji kulistych
i przestrzeni W(a).

98



Obliczanie i reprezentacja czotowych funkeji kulistych

Funkcje Uy spelniaja réwnanie catkowe

T

sin(a(t — s)) B
/ W‘I’k(s)ds = M Wi (t),

gdzie A\, = Ap(c) 1 A \, 0 dla & — co.

Dla dowolnych liczb h € (0,7/a] i z € C'i dla dowolnej funkeji f € W(a)
and zachodzi

f= S fkn)®

Uktad {¥,}72, jest ortonormalny i zupeilny w przestrzeni Lo(—7, 7).
Kazda funkcja ¥, ma dokladnie k miejsc zerowych
k15 k25 -+ -5 Ekek
w przedziale (—7, 7). Co wiecej, miejsca zerowe
Ek1,8k,2y -5 &k 1 Skrg 1y Sk1,2s - -5 Skt L k41
przeplataja sie, czyli dla 7 = 0,1, ...,k sa spelnione nieréwnosci

Skt < &kj < Ektij+1-

Dla ®, = \y(c)'/?¥;, uktad {Pr}72, jest ortonormalny w Lo(—00,00)
i zupelny w przestrzeni W(a)

/\Ilj(t)‘lfk(t)dt: / B, (5)04(s)ds = 6.

W (a) jest przestrzenia Hiberta z jadrem odtwarzajacym
f(z) =< f,K(,z)>, VfeW(a),zeC,

Kt - Sl 2)
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e Niech E bedzie liczba dodatnia. Okreslamy W (a; 7) jako podprzestrzen
Lo(—7,7) skladajaca sie z funkcji z W(a) ograniczonych do osi rzeczy-
wistej 1 zdefiniujemy

J(a, 7, E) = {f € W(a,7) : | fl5 00 < B},

gdzie [|fl5 o = [ [f(®)]*dt.

Wiadomo, ze
Span{\Ilo, \Ifl, ceey \I/n_g}

jest podprzestrzenia ekstremalng dla n-tej srednicy Kolmogorowa,
dp(J(a,7,E),W(a,T)), n=>1.
Niech (-, -) bedzie iloczynem skalarnym w przestrzeni Lo(—7,7) i niech
My f =[(f,%o), (f,¥1),- -, (f, Un—2)]

Nof =[f(6n-11), f(&n-12),- -, f(&n—1n—1)]

Wtedy jadra kerM i ker N sa podprzestrzeniami ekstremalnymi dla n-tej
$rednicy Gelfanda

en(J(a,m, E),W(a,T)).

Ponadto

en(J(a, 7, E),W(a, 1)) =d,(J(a, 7, E),W(a,T))

=an(J(a,7, E),W(a,T)) =/ EAp—1(c).

Przyjmujemy, ze wystepujace tu $rednice sg zdefiniowane wzorami'

WA F) = | it sup o fla—wl,
a”( 7 ) Pn:FﬂF,cll?mPn(F)<n ilelg Ha "(a)Hv
Cn(A,F) = inf sup{”aH ca € AN ker L}.

L:F—Cn—1

"Wielkoéci d,, nazywamy érednicami Kotmogorowa, a wielkodci a,, liniowymi $rednicami
Kolmogorowa.
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e Dlap = [2¢/n]—11q = [2¢/7]+1 wartosci wlasne \y(c) i A\y(c) spelniaja
nieréwnosci
Ap(c) = 1/2,  N(c) < 1/2.

Co wiegcej, jesli k > 2¢/m, to

T <C>2k<)\()< 2% <€C)2k
21, (k + 1/2) \ 2k MO Tz \ox )

o0

: 2k
I = / <smx> d.
x

—0o0

Elementy klasy J(a, 7, E) sa zwykle nazywane sygnatami analogowymi o
pasmie a 1 energii ograniczonej przez F, rozpatrywanymi na przedziale obser-
wacji [T, 7].

Czotowe funkcje kuliste maja szerokie zastosowanie w przetwarzaniu sy-
gnatow cyfrowych jak réwniez w teorii komunikacji. Typowe zastosowania tych
funkcji obejmuja analize:

e sygnaléw o ograniczonym czasie i ograniczonym pasmie, [13], [14], [25],
e sygnaléw o ograniczonym pasmie i ograniczonej energii, [8], [9], [10], [12],

e optymalnej informacji i optymalnego odtwarzania sygnatéw, [11], [20],
[21], [23],

e optymalnego przetwarzania analogowo-cyfrowego, [20], [21], [23],

e optymalnego przetwarzania cyfrowo-analogowego, a takze analize zwia-
zanego z tym wplywu niedokladnosci pomiarowych, [1], [2], [3], [4], [5],
[6], [7], [19].

Ponadto funkcje te sa wykorzystywane w teorii elektromagnetyzmu i in-
nych teoriach wspélczesnej fizyki [17].

Reprezentacja i obliczenia

Numeryczne obliczanie czotowych funkcji kulistych jest do$é skompliko-
wane, zob. [17], [27], [30]. Zdaniem autoréw ksiazki [17] trudnosci te biora sie
z braku ortogonalnosci tych funkcji: ,,One of the difficulties is the non-existence
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of orthogonality among spheroidal wave functions”. Poglad ten, rozumiany do-
stownie, jest catkowicie bledny, gdyz

/ U (1)U () dt = / B, (5)0p(s)ds = 6, .

wiec funkcje ®; sa ortogonalne na calej prostej rzeczywiste i na zbiorach [—7, 7]
oraz R\ [—7, 7|. Zacytowane zdanie mozna odnie$¢ jedynie do numerycznych
reprezentacji tych funkcji. Obliczenia czotowych funkcji kulistych w pakiecie
Mathematica bazuja na metodzie Raylegha—Ritza, zob. [30].

W monografi funkcji specjalnych [27] znajdujemy algorytm (wraz z kodem
zrodlowym w jezyku C) na obliczenie wspélezynnikéw d(n, j) rozwinieé

=0

gdzie p; sa ortonormalnymi wielomianami Legendre’a na przedziale [—, 7],

T

[ pi@pi(a)ds = 8.

-7

Reprezentacja funkcji ¥,, szeregami wzgledem wielomianow Legendre’a jest
bardzo uzyteczna i — jak wskazemy dalej — pozwala kontrolowaé¢ jakos¢ obli-
czen.

Wspomniany wyzej algorytm jest do$é¢ szybki, ale mato uzyteczny z po-
wodu niestabilnosci numerycznej. Obliczone w arytmetyce zmiennopozycyjnej

. d . . . .

normy euklidesowe E, 4 |I — Grllp sa nieakceptowalnie duze. Pod znakiem
normy wystepuja tu macierz jednostkowa I oraz macierz Grama G,

Gn = [(¥5, \I/k)]?,k:o :

Korzystajac z ortonormalnosci wielomianéw p; tatwo zauwazamy, ze

G = li d(j,z’)d(kz,z’)]
1=0

4,k=0

Szeregi nieskoniczone w ostatnim wzorze sg zbiezne bardzo szybko i mozna
przyjaé, ze

Gp =

)

n+t/3 n
> d(j, i)d(k, i)]
i=0 k=0
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gdzie t jest liczba bitow przeznaczonych na reprezentacje mantysy w arytme-
tyce zmiennopozycyjne;j.

Sposobem na poprawienie tego algorytmu i uczynienia zen stabilnego na-
rzedzia reprezentacji funkcji @5 dla k = 1,..., nMax jest polaczenie go z po-
wtarzang wielokrotnie ortogonalizacja Grama—Schmidta na wspdlezynnikach
d(n, j) obcietych rozwinieé

n+t/3
(I)n: Z d(nvj)pj
j=0

oraz wyeliminowanie zen obliczen funkcji gamma bazujacych na szeregach roz-
bieznych, gdyz — jak sam autor [27] podkresla, zob. str. 81 i 82 — mozne je sto-
sowaé w ograniczonym zakresie doktadnosci wzglednej. Dla obliczen funkcji Wy,
wystarczajg de facto obliczenia silni, czyli szczegdlnych wartoéci funkcji gam-
ma, wiec do$wiadczony programista nie bedzie mie¢ problemu z opracowaniem
stosownej modyfikacji. Bardziej szczegdlowego wyjasnienia wymaga modyfika-
cja dotyczaca ortogonalizacji Grama—Schmidta. Podajemy dalej odpowiedni
fragment pseudokodu C bazujacego na (zmodyfikowanym) algorytmie Grama-
Schmidta, zob. [11]

times = nMax/3;

rMax = nMaz +t/3;

for(m = 1; m < times; m + +)
for(n = 0; n < nMax; n+ +)
{
norm = 0.0;
for(r =0; r <=rMax; r++)
norm+ = d(n,r) * d(n,r);
norm = sqrt(norm);
for(i =n+1; i <=nMaz; i ++)
{
norm = 0.0;
for(r =0; r <=rMaz; r+ +)
norm+ = d(n,r) * d(i,r);
for(r =0; r <=rMaz; r+ +)
d(i,r)— = norm x d(n,r);
}
}.
Koniecznos¢ wielokrotnego stosowania ortogonalizacji Grama-Schmidta jest
konsekwencja tego, ze dtugos¢ obcietych rozwinieé¢ rosnie wraz z n. Przy rze-
czywistym kodowaniu nalezy dodatkowo uwzglednié, ze przy ustalonym n co
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drugi ze wspélezynnikéw d(n,j) jest zerem, gdyz funkcje ®,,, podobnie jak
wielomiany p,, sa odpowiednio parzyste dla parzystego n i nieparzyste dla
nieparzystego n.

Po wprowadzeniu opisanych tu modyfikacji uzyskujemy

E, < K(n)27,

gdzie K(n) jest stala zalezna jedynie od n.

W zamieszczonej nizej tabeli podajemy dla ¢t = 54, ¢ =n/4, w/2, 2
in=19,...,99 zaokraglone do dwoch cyfr znaczacych wyniki F, oraz e, Ll
10'E,, ~ 0,55511 2'E, bedace rezultatem dzialania algorytmu bez stosowa-

nia ortogonalizacji (kolumna bo) i z jej zastosowaniem (kolumna zo), odpo-
wiednio.

Tabela 1: Wartosci E,, i e,

c=mw/4| ¢c=7/2 c = 2
bo Z0 bo Z0 bo Z0

n FE, en FE, en FE, en
19 3,5 |59 2,1 70| 2,0 |6,3
29| 11 | 7,7 9,2 |80 9,2 | 7,7
39| 18 | 80| 16 |8,9 16 | 8,3
49 25 194 23 (97| 23 |99
59 | 32 11 30 10 30 10
69 | 39 12 38 11 37 11
79 | 46 12 45 12 45 12
89 | 53 13 52 12 52 12
99 | 60 14 59 13 59 13

Dalsze wyniki testéow i program komputerowy uwzgledniajacy opisana tu
modyfikacje podanego w [27] algorytmu obliczania i reprezentacji czolowych
funkcji kulistych mozna znalezé w pracy [23]. W tejze pracy czytelnik znajdzie
tez program symulujacy optymalne przetworniki cyfrowo-analogowe, bazujace
na miejscach zerowych funkcji ¥y. Optymalnosé jest tu rozumiana w modelu
najgorszego przypadku opisanym w szerokim kontekscie w [18] [22] [28] 1 [29].
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