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NIEROWNOSC MAKSYMALNA DLA SUM NIEZALEZNYCH
ZMIENNYCH LOSOWYCH

[Stowa kluczowe: Martyngaly, nieréwnosci maksymalne, procesy o przyro-
stach niezaleznych]

Streszczenie.
W pracy pokazane jest, ze w klasie martyngatéw o przyrostach niezaleznych
stala 4 w nieréwnosci Dooba mozna nieznacznie poprawic.
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Rozwazamy zmienne losowe o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Hil-
berta (H, ||-||) na przestrzeni probabilistycznej (2, F,P). Niech d;,i = 1,2,...,n
beda przyrostami martyngalowymi, tzn. niech proces

k

My, = Zdi7

i=1

bedzie martyngalem. Funkcje kwadratowa martyngalu S, (M) oraz funkcje
maksymalna M definiujemy nastepujaco
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Nieroéwnosci pomiedzy momentami funkeji kwadratowej, funkcji maksymalne;j
i samego martyngatu maja fundamentalne znaczenie dla teorii martyngatéw
i analizy harmonicznej. Nastepujaca nieréwnosé

ES,(M)< DEM;, (1)
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zostala dowiedziona przez Davisa [2]|. Garsia [4] udowodnil, ze nier6wnosé (1)
zachodzi ze stala D = 2 4+ /5. Praca Burholdera, w ktérej dowodzi on opty-
malnosci statej D = /3, prezentuje nowe metody, ktére rozwinal Osekowski
[5], aby udowodni¢ nowe nieréwnosci pomiedzy pierwszymi momentami funkcji
kwadratowej, funkcji maksymalnej i samego martyngatu.

Nieréwnosé

E M <dES,(M), (2)

udowodnil Davis [2]. Nastepnie Garsia [4] pokazal, Ze nier6wnosé (2) zachodzi

ze stala d = /10. Nie jest znana stala optymalna w nieréwnosci (2).
Réwnosé drugich momentéw funkeji kwadratowej i samego martyngatu

E | My = E (Sn(M))?,

jest w teorii martyngalow faktem elementarnym, ale kluczowym dla teorii catki
stochastycznej.

Jedna z najwazniejszych nieréwnosci maksymalnych dla drugich momen-
téw jest nastepujaca nieréwno$é Dooba [3],

E(M;)? < CE(Sn(M))>. (3)

Nierownos¢ ta pozwala, miedzy innymi, zdefiniowaé¢ catke stochastyczna dla
szerszej klasy procesow. Wielkosé statej C' nie ma znaczenia dla znanych za-
stosowan nierownosci Dooba. Stata C' = 4 jest optymalna w klasie wszystkich
martyngalow, ale nie jest optymalna w klasie martyngaléw o przyrostach nie-
zaleznych. Gtéwnym wynikiem pracy jest Twierdzenie 1, w ktérym dowodzi-
my, ze dla martyngaléw o przyrostach niezaleznych nieréwnosé (3) zachodzi

ze stalg C' = 1 + 21/2, nie wiadomo jednak, czy jest to stata optymalna.
Twierdzenie 1. Niech &,i = 1,2,...,n bedqg niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o warto$ciach w osrodkowej przestrzeni Hilberta (H, ||-||). Zalézmy, ze

E& =0 dla kazdego i. Wowczas

E(Z;)" < (1+2V2)E(Sa(2))*,

k
gdzie Zp, = > &;.
i=1

Dowédd:
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Nier6wnos$é¢ maksymalna dla sum niezaleznych...

Mamy
k i—1
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Zatem
= 2
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k
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Proces (Xk)1<k<n jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez zmien-
ne losowe &, F; = o {§; : 1 < j < i}, gdyz

E((Zi—1,&) |Fic1) = (Zi—1,E&) =0
Zatem z nieréwnoéci Dooba

E(X;)® < 4E(S,(X))’.

Natomiast
2E(S _2zm (Zi1, &P 2ZE||ZZ P E &2
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Tak wiec
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skad

n n
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1<k<n
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