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Streszczenie. W pracy przedstawiono przyblizona metode rozwiazywania zagadnien
eliptycznych drugiego rzedu na triangulacjach niezgodnych. Przyblizone rozwiazanie
otrzymane zostato przez potaczenie metody elementu skonczonego z metoda mor-
tarowa 7 tak zwanymi ’zakltadkami’. Udowodniono stabilno$¢ i oszacowanie btedu
metody. Przeprowadzono eksperymenty numeryczne.

Wprowadzenie

Wiele probleméw nauki i techniki w sformulowaniu matematycznym prowadzi
do zagadnien rézniczkowych, ktore na ogdét nie daja sie rozwiazaé analitycznie, stad
bardzo wazne jest ich rozwiazywanie za pomoca metod przyblizonych. Metoda ele-
mentow skonczonych wraz z metoda réznic skonczonych stanowia dwie podstawowe
metody wyznaczania przyblizonego rozwiazania zagadnienia doktadnego. Obydwie
metody w sformutowaniu klasycznym nie uwzgledniaja jednak w pelni wtasnosci
zagadnienia rézniczkowego. Na poczatku lat 90-tych pojawita sie tak zwana metoda
mortarowa pozwalajaca uwzgledni¢ regularno$é rozwiazania. Zapewnia ona uogdél-
niong ciaglo$é (w sensie L?) ’kawalkéw’ rozwiazania otrzymanych na podobszarach
majacych niezalezne od siebie triangulacje [1]. W ostatnich latach rozwinieta zostata
metoda polegajaca na wprowadzaniu na pewnych podobszarach dwu niezaleznych
triangulacji, czyli tak zwanych ’zaktadek’ [3].

Dekompozycja obszaru, jaka stosowana jest w metodzie mortarowej nie jest
podyktowana wylacznie wzgledami teoretycznymi. Réwnania rézniczkowe opisujace
rzeczywisto§¢ maja niejednokrotnie na celu przyblizanie zjawisk zachodzacych na
granicy roznych osrodkéw. Metoda mortarowa pozwala w kazdym z tych oérod-
kéw przybliza¢ rozwiazania dokladne niezaleznie, a nastepnie skleja¢ ’kawalki’
rozwiazania w caloéé¢. Potaczenie metody mortarowej z technika wykorzystujaca 'za-
ktadki’ stanowi¢ moze alternatywna do juz istniejacych metod dyskretyzacji i wtasnie
ten temat zostal w tej pracy blizej przedstawiony.

W pracy rozwazane jest zagadnienie eliptyczne drugiego rzedu przy specjalnym
podziale calego obszaru. Podzial obszaru, jak si¢ okaze, pozwoli aby rozwiazanie
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rozwazanego zagadnienia tylko na podobszarach bylo odpowiedniej klasy regural-
noéci. Na tych podobszarach wprowadzone zostaja trzy niezalezne triangulacje - na
calym obszarze oraz na wydzielonych podobszarach. Idea uzyskiwania rozwiazania
przyblizonego polega na mniej doktadnym przyblizeniu rozwiazania na calym ob-
szarze, a kolejno bardziej doktadnym i niezaleznym rozwiazywaniu na podobszarach.
Rozwiazanie na calym obszarze ma na celu uzyskanie informacji, ktéra poprzez pro-
jekcje mortarowe zostanie przekazana na podobszary. Wedtug naszej wiedzy 'zaktad-
kami’ w takim ujeciu nikt wczes$niej sie nie interesowat.

W pracy tej korzystac bedziemy 7z podstawowych faktéw udowodnionych dla wyzej
wymienionych metod. Przystepne wprowadzenie do metody elementéw skonczonych
zawarte jest miedzy innymi w [4][6], wprowadzenie do metody mortarowej mozna
odnalezé w [1][5][9], opis metody mortarowej z ‘zaktadkami’ mozna odnalezé w [3].

Praca sktada si¢ z czterech rozdzialéw. Pierwszy rozdzial zawiera sformutowanie
zagadnienia rézniczkowego. W rodziale drugim przedstawione zostalo zadanie
dyskretne w przestrzeni z ograniczeniami. Zawarta w nim zostata analiza poprawnosci
i btedu zadania dyskretnego. Gtéwny wynik tego rozdzialu to udowodnione oszacow-
anie btedu metody. W rozdziale trzecim przestawione zostaly wyniki i analiza ekspery-
mentow dla zadania dyskretnego w przestrzeni z ograniczeniami. Potwierdzaja one
rezultaty teoretyczne udowodnione w poprzednich rozdzialach. Rozdzial ostatni to
podsumowanie rezultatéw pracy.

Oznaczenia
e || |lv,| |y - odpowiednio norma i seminorma przestrzeni Y;
e (3 =1Q;
e N =0,UQ, O NQy =0
e p; - érednica Q;,1=1,2;

o Thi={ Kf] =1,...,M;} -standardowa zgodna triangulacja na €);;
K]'.“ - element tréjkatny, M; - liczba tréjkatow, i=1,2,3;
5, =00,NQ, i=12
o '=~= o N 52;
e (O, - zbibér punktéw nodalnych Q;;
eal,. .., aﬁm = 6" - wewnetrzne punkty 0; pochodzace z Thi (Q), i=1,2;
e a), al, ., -krafcowe punkty §;, i=1,2;
h

e " - zbiér punktéw nodalnych ~;

o Xhi = Xhi(Q) - przestrzeni ciaglych, tréjkatami liniowych funkeji okreslonych
na ;, znikajacych odpowiednio dla i=1,2,3 na:

- 891 N 607
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— 00 N O
— 0%

i

%)

Xh = Xh(Q) = XM (Qn,) x XH2(0Qy) x X3(Qg) =
= {(ulaUZ:u3)7 u; € Xhl(Q7) 1= 15253};

- funkcja bazowa przestrzeni X, i=1,2,3;

Vhi(§;) - obciecie X (Q;) do 6;, dimV"i(8;) = m; i=1,2;
Vhs(y) - obciecie X" do v, dimV"s(y) = ms;
II; - projekcje mortarowe z przestrzeni V"3(v) na przestrzen V" (4;), i=1,2;

Vh = VRh(Q) - prestrzen 7z ograniczeniami - podprzestrzen funkcji X" spel-
niajacych warunki projekcji mortarowych;

&% - funkcja bazowa przestrzeni V",
kE=1,...,{card(Qn) + card(Q2p) + card(Qsn) };

Wh,(6;) - przestrzen ciaglych, okreslonych na d;, kawatkami liniowych funkcji
na siatce ay, ..., ay,, ,,, statych na odcinkach : [ag, a}] oraz [ay, ., a;,. ], dla i
=1,2;

wymiar przestrzeni W, (0;) wynosi : dimWp,(d;) = m; 1 jest réwny wymiarowi
przestrzeni V" (6;).

O - koniec dowodu.

. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazamy zaganienie brzegowe dla réwnania rézniczkowego eliptycznego

drugiego rzedu. Sformutowanie klasyczne ma postac:

malezé u* € C2(Q) N C(Q) takie ze:

{ - Z?,j:l Di(ajjuDju) = f =z € Q; (1.1)
u(x) =0 z€IN. ‘

gdzie Q jest wielokatnym otwartym obszarem w R2.
Sformutowanie uogélnione zagadnienia (1.1) ma postaé:

znalez¢é takie u* € Hi (), ze:

gdzie:

a(u™,v) = f(v), Yv € Hy (), (1.2)
a(u,v) :/Q'Zl ai;jDyuDjvde, fv) :/vadz. (1.3)
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Tutaj H}(Q) jest przestrzenia Sobolewa, (zob.[7]) funkcji nalezacych wraz z pochod-
nymi uogélnionymi do L?(Q) i zerujacych sie na Q w sensie §ladu w 2. Zakladamy
ponadto, 7e a; ; € C(2) i ze
@ij = aji,
9> 0 V(m €0s=[s1,50] € R ¢# 0),
2 2
> ai(@)sis; =70y 5 (1.4)
ij=1 i=1
oraz f € L?(Q). Przy przyjetych zatozeniach zagadnienie (1.2) jest poprawnie postaw-
ione (zob.np [7]). W pracy poszukuje sie rozwiazania przyblizonego zagadnienia (1.2).

2. Przestrzen z ograniczeniami

2.1. Zadanie w przestrzeni z ograniczeniami

Punktem wyjscia do rozwazan zawartych w tej pracy jest sposéb przyblizonego
rozwiazywania zagadnien eliptycznych dyskretyzowanych metoda elementéw skoric-
zonych na triangulacjach niezgodnych z uzyciem metody mortarowej. O metodzie tej
mozna sie dowiedzie¢ min. z pionierskiej pracy [1]. Skrécony opis tej medody przed-
stawia si¢ nastepujaco:

Obszar Q) 7 zagadnienia (1.2) zostaje podzielony na dwa roztaczne podobszary tak,
7e 0 = Q;UQ, oraz Q1 NQy = @. Oznaczamy § = 90 NQ, v = 9N, NQ. Na kazdym 7
podobszaréw zadane sa niezalezne zgodne triangulacje 7’” z elementami tréjkatnymi
i parametrem h; (zob.[4][6]). Zauwazmy, ze na 93 NG, sa one niezgodne. Osobno na

kazdym z podobszaréw wprowadzmy przestrzenie elemetu skoniczonego Yh(Q,v) (np.
funkcji tréjkatami liniowych) oraz ich obciecia Vhl(d), i (v) odpowiednio do § i

~. Pojeciem podstawowym dla dalszego postepowania jest kluczowa projekcja mor-
tarowa:

O:V"™0) — 7" )
Vo € L*(7) /6(<p —Tp)pds =0 V) € W, (0) (2.1)
=0 =z € 0s;

gdzie W, (§) jest to przestrzen funkcji kawatkami liniowych, ktérych triangulacja
jest zwiazana z triangulacja na ;. Standardowo przyjeto sie nazywaé strong mor-
tarowa strone, z ktdrej nastepuje rzutowanie (), a strona niemortarowa, te na
ktéra odbywa sie rzutowanie (). Projekcja mortarowa pozwala utrzymaé uogdélniona
ciagtos¢ 'kawatkow rozwiazania’ otrzymanych na podobszarach €,Qs. Przy znajo-
mosci rozwiazania na y mozemy za rozwiazanie na 0 przyjaé uls = ﬁu|ﬁ,.

Rozwiazan w metodzie mortarowej poszukiwaé bedziemy w przestrzeni z ograniczeni-
ami Vh(ﬂ):

V() = {(ur,u2) € X" () x X"2(Qa);ua]5 = Muas }.
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Sformutowanie uogdlnione dla zagadnienia (1.2) za pomoca metody mortarowej przed-
stawia sie nastepujaco (zob.[1][9]):
Py —h .
znalez¢ uy = (ur,uz) € V' takie ze:

an(uj,v) = Fu(v), eV, (2:2)
gdzie:
2 2 2
ap(u,v) = Z/ Z ap Dyu;Djvide, falv) = Z/ fividz, (2.3)
i=1 7 | 1=1 i=1 7%
fi=f

(3
Przy zalozenin u*|q, € H?(Q;) dla i=1, 2 metoda mortarowa daje nastepujace osza-
cowanie bledu (zob.[1][9]):

Q-

2
M =i llln < 3 ha Ju® |z ),
i=1

gdzie u*,u} oznaczaja odpowiednio rozwiazanie dokladne (1.2) i przyblizone (2.2),
H?*(Q) to przestrzen Sobolewa funkcji, ktérych pochodne oraz drugie pochodne sa
catkowale w kwadracie na € (patrz [4][7]),

2
mmzzéwwm
=1 i

Zauwazmy, ze ||| - ||| jest norma, bowiem u = 0 na 99Q; N IN.

Po tym krétkim wprowadzeniu do metody mortarowej mozemy przystapi¢ do

gléwnego tematu pracy, ktérym jest rozwiazanie zagadniania (1.2) przy specyficznym
podziale obszaru ) oraz przy uzyciu metody elementu skonczonego i metody mor-
tarowej z 'zaktadkami’.
Obszar ) tym razem zostaje podzielony na dwie czeéci Q = Q; U Q, tego samego
rzedu wielkosci. Za podzial Q przyjmujemy Q = Q; U Q5 U Q3 gdzie Q3 = Q. Na
kazdym z trzech obszaréw wprowadzamy niezalesne zgodne triangulacje 7", niez-
godne na 9Q; NINy = v (Rysunki 1, 2, 3). Z tymi triangulacjami wiazemy dla i=1,
2, 3 przestrzenie X" (Q;) = X" funkcji ciaglych tréjkatami liniowych, zerujacych sie
odpowiednio dla:

e i=1na 90 NON,
e i=2na 90, NN,
e i=3 na 90.
Dla kazdej triangulacji okre§lamy h; = max s», hx oraz zaktadamy, ze:

h; h;
VK e Thi ﬁgu, p—;’(ga,
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gdzie:
pr = sup{diam(S), S — kula zawarta w K}.

Sa to naturalne zalozenia w metodzie elementu skonczonego (zob.[4][6]). Oznaczmy
przez §; = 09Q; N Q.

Rysunek 1 : Podzial obszaru 2. Rysunek 2 : Triangulacja .

Rysunek 3 : Triangulaqe na podobszarach Q.

Podzial obszaru Q jest najczeSciej podyktowany zwigzkami z zadaniem fizycznym.
Moze on by¢ spowodowany nieciagloécia wspoétczynnikéw rozpatrywanego zagad-
nienia.

Poniewaz dokonany zostal sztuczny podzial calego obszaru 2, wystepuje potrzeba
sklejenia ze soba rozwiazan otrzymanych na ;, i=1, 2, 3. Zdefiniujemy teraz projekcje
mortarowe. Niech

e Vhi(5;) - obciecie Xt do §;, dimVhi(8;) =m,; i=1,2;
e Vh3(y) - obciecie X do vy, dimV"(y)=ms;

e a}, ..a}, =4" - wewnetrzne nodalne punkty §; pochodzace z T"(Q;) i=1,
;
i

e a), al, ., - kraicowe punkty §; i=1,2;

o Wi, (8;) - przestrzenl ciaglych, okreslonych na d;, kawatkami hmowych funkcji
na siatce ag, ...a,. ., statych na odcinkach: [ao,al} oraz [al, ,al, ], dla i

= 1, 2; wymiar przestrzeni Wy, (8;) wynosi: dimWp, (8;) = m; i jest réwny
wymiarowi przestrzeni V7 (§;).

e Projekcje mortarowe:
I Vi (y) — V()
Voe L) [ (o-Tiguds =0 Yo € Wi, (50 (24)

d;
H,’(p =0 xz € 6(5“
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Strone, z ktorej nastepuje rzutowanie mortarowe v w dalszej cze$ci pracy nazy-
waé bedziemy strona mortarowa. Strony, na ktére odbywa sie rzutowanie mor-
tarowe 01,02, to strony niemortarowe. Zauwazmy, ze d;,ds sa krawedziami
odpowiednio Qq,Q oraz v C Q3, v = Q; N Qy i ze geometrycznie §; = 6z = 7.

S e —
S ——
o,

o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Rysunek 4 : Funkcje bazowe Rysunek 5 : Projekcje mortarowe.
przestrzeni Wy, (6;).
Wprowadzmy podprzestrzeni V" (Q) przestrzeni X"(Q)

XPQ) = XM () x XM2(0Qy) x X3(Qy),

w ktérej bedziemy poszukiwali rozwiazania przyblizonego zagadnienia (1.2).
Przestrzen z ograniczeniami (przestrzen rozwiazan), definiujemy nastepujaco

Vh = Vh(Q) = {(’11,1,71,2,11,3) s Uy EXhi(Qi);

uyls, =y (ugly); uals, = Ma(usly) }.

Sformulowanie zagadnienia dyskretnego w przestrzeni z ograniczeniami ma postac:
znalezé u} = (u1,u2,usz) € VI, takie ze:

an(up,v) = fu(v),  VveV", (2.5)
gdzie:
1 2 13
ap(u,v) = 3 ZZ;/Q kgl ag Dyu;Djvidz, fa(v) = 3 ;/ﬂ fivide, (2.6)
fi = fla,.

Zauwazy¢ nalezy, ze jesli triangulacje na calym obszarze i na jego podobszarach
pokrywaja sie, to ap(u,v) pokrywa sie z a(u,v), za$ fn(v) pokrywa sie z f(v), stad
wspoélezynnik % przed formami w (2.6).

Analiza poprawno$ci (2.5) (istnienie, jednoznaczno$é, stabilno$é) przedstawiona
zostanie w podrozdziale (2.4).
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2.2 Funkcje bazowe przestrzeni z ograniczeniami

Aby zapisaé¢ (2.5) w postaci macierzowe]j nalezy zdefiniowaé¢ funkcje bazowe w
V(). W tym celu wprowadzmy:

e ¢ - standardowa funkcja bazowa X’ i= 1,2, 3 (zob.np.[4][6]);

e (;p, - zbidr punktéw nodalnych Q; i=1, 2, 3;

e v - zbiér punktéw nodalnych +;

Funkcje bazowe na V" maja postaé: ® = (®;, ®,, ®3), gdzie:

e ®F = (p; naQy, OnaQy, OnaQz) dlaz, € Qy;

e F = (0na Qi, ¢} naQy, Ona Q3) dla z; € Qop;

e ¥ = (0na O, Ona Qs, ¢} na Q3) dla z;, € Q3 \V";

o &% = (II;} na &; i 0 na Q1\61, o} na b5 i 0 na Q2\da, ¢} na Q3) dla z; € v
Zauwazmy, ze tak wybrane funkcje spelniaja warunki mortarowe na d1,ds, czyli sa
elementami V", a wymiar V* = dimV" = card() + card(Qap) + card(Q3p).

2.3. Postaé macierzowa

Oznaczmy przez N wymiar przestrzeni V*. Rozpiszmy uy zadania (2.5) na
wprowadzonych funkcjach bazowych, tzn.:

N
’U/Z = E Oék(bk =
k=1

= > w(@)® @)+ Y ws(@)® @)+ ) us(w)dF(x).
R €EQn 2, €Qap z,€Q3p
Zauwazmy, ze aj, sa warto$ciami u; w punktach nodalnych z; € Q;,. Podstawiajac
ta posta¢ do (2.5) oraz przyjac za v kolejnych funkcji bazowych ®* przestrzeni V"
otrzymujemy algebraiczny uktad réwnan:

Auy, = f,, (2.7)
gdzie:
ajq f1
Qh = € RN, ih = S RN,
an In
fr = f(®"), k=1,..N
oraz: B
A3 Kl KQ
A= KlT A0
KT 0 A
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2.3.1. Ogdlne wlasno$ci macierzy ukladu

Macierz A jest macierza blokowa, symetryczng i dodatnio okreslona. Bloki znaj-
dujace sie na diagonali A sa rozrzedzone (kilkudiagonalne). Symetryczno$é A wynika z
jej struktury oraz symetrycznoéci blokéw znajdujacych sie na jej diagonali. Dodatnia
okreslonoé¢ jest wynikiem dodatniej okreslonosci formy ap(u,v). Wynika to 7z zalozen
o formie ap, (u,v).

Do wykazania uwarunkowania macierzy A potrzebny jest nastepujacy:

Lemat 2.1 ([8], Twierdzenie 4.5, str.64). Dla kazdego u € Vh(Q) - przestrzerni z
ograniczeniami klasycznej metody mortarowej, zachodzi:

2 2
_ 1
e Il < anwu) <Coz3 > llullzzm,),
i=1 T =1

gdzie state ¢, C' nie zalezq od podziatu obszaru 0 na podobszary Qq, s,
h = min{hi, ho}, za$ ap(u,v) jest postaci (2.2).

Twierdzenie 2.1. Przy przyjetych zatozemiach o triangulacjach uwarunkowanie
macierzy A uktadu (2.7) wynosi cond(A) = O(75), gdzie h = min{hy, ha, hs}.

Dowdd. Mamy
(Au,v)2 = ap(u,v), Yu,v e X"
Na mocy Twierdzenia Rayleight-Ritz’a [4]:

Au,u)e Auw.w)
)‘maz(A) = sup w: )\mln(A) = inf ( u’u)l

weve  |ullf wevh  [lullf,

, (2.8)

gdzie Amaz(A), Amin(A) oznaczaja odpowiednio najwieksza i najmniejsza warto$é
wlasna macierzy A. Mozna zauwazy¢, ze postaé¢ (2.5) jest réwnowazna dwum stan-
dardowym zagadnieniom mortarowym przy podziale calego obszaru 1 w sposéb

nastepujacy: dla pierwszego zadania Q1 = Qy, Q2 = Qslq, (tj. Q2 z triangulacja =z

Q3), a dla drugiego Q; = Qslq, (tj. Q1 z triangulacja z Q3), ), = Q,. Dla pierwszego
zagadnienia mortarowego forma dwuliniowa ap, (u,v) miataby postaé:

2 2
QAh, (u,v) = Z /: Z ariDyu - Dyvdz,
i=1 7 =1
ap, (u,v) dla drugiego:
2
Qhy (u,v) = Z/; Z ax Dyu - Dyvdz,
i=1 72 =1

a wiec:

ap(u,v) = %{ahl (u,v) + ap, (u,v)}.
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Mamy zatem na mocy Lematu 2.1:

1
Alu,u) = an(u, u) = g {an, (u,v) + an, (u,v)} >
> crllullrzie) + callullrze) > ellullzq)
oraz

1
A, ) = an(u,0) = 5 {an, (u,0) + oy (1,0)} <

o s o
< h_%BHuHLQ(Q) + h—§3||u||L2(Q) < EHUHLQ(Q)

gdzie hig = min{h, hs}, hos = min{ha, hs}, hy = min{hig, hag}. A zatem uwarunk-
owanie macierzy zadania (2.7) na mocy (2.8) wynosi:

iy = ) (1),

2.4. Poprawno$é zagadnienia

Poniewaz funkcje u € V*(Q) zeruja sie na brzegu 0Q mozemy wprowadzi¢ w V"
norme:

3
1
vll% = 2 Z/Q Vo - Vodz. (2.9)
=178

Twierdzenie 2.2. Zadanie (2.5) jest poprawnie postawione, tzn. ma jednoznaczne i
stabilne rozwiqzanie.

Dowdd. Opierajac sie na Lemacie Laza-Milgrama, ([7], Tw.1.2, str.272)

e ay(u,v) jest V" - ciagta, tzn.:
3C. >0 Yu,v € X" |ap(u,v)| < Cellul|n||v]|n-
Mozna to pokaza¢ wykorzystujac nieréwnosci Schwarza oraz nieréwno$é
Cauchy'ego:

n 2 n n
<Z a,;b,;) <> al > b (2.10)

Mamy:
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AT ([ ) ([ )
<4'%Zl</m|w dm) </91|W| d:c> <
([ ) 33 () 1vos) <

< Ce [ulln [lv]]n.

o ay(u,v) jest VP - eliptyczna, tzn.:
3C. >0 Yue V" |ap(u,u)| = Ce|lull3.
Poniewaz zagadnienie wyj$ciowe jest typu eliptycznego mamy:

Iy > 0 v(meﬁ,<eR2,<¢0),

2 2

> aij(@)sic; =70 Y i
ij=1 i=1
Tak wiec:

lap (u,w) Z/ Z ayDyuDjudz| >

i =1
¢ & % o 2
%52/0 > (Dyu)’de = EZ,/Q,(VU) dz =
i=1 "% =1 i=1 %
= Yollullf, = Cellull;.
e Ciaglosé fr(v):

| fn (v

v;dr

3
< Z/ | fivi|da <
= o

< Z (/ Ifi|2d$> (/ o d:c)% <

i=1

3
= ||f||r(0) Z [lv 1”’(0) < C||f||L§m z; vaiHL?m <
1=

<Ol fllz2

<O Ulzz, ol

3
3 V|
SVl
=1
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2.5. Oszacowanie bledu

Oznaczmy przez u* rozwigzanie dokladne (1.2), a przez wj rozwigzanie przy-
blizone (2.5). Na mocy Drugiego Lematu Strang’a ([4], Twierdzenie 4.2.2, str.210),
blad rozwigzania dokladego wzgledem rozwiazania przyblizonego szacujemy, z
nieréwnosci:

. . w) — ap(u*,w
[[u* —ufl|ln <2 inf |Ju* —v||p + sup fu(w) = an( )
veEVh

(2.11)
0A£weVh ||w||h

Pierwszy wyraz prawej strony powyzszej nieréwnosci nazywamy biedem aproksyma-
cji, drugi natomiast bledem zgodnosci.
Do dalszych dowodéw potrzebne beda:

Lemat 2.2 ([1], Lemat 2.4, str.13). Niech Q; - ortogonalna projekcja
Wtedy Vv € Hz(8;) zachodzi:
||U - Qi“H(H%(&)); < C- h“UHH%(&l)

Lemat 2.3 ([3], Lemat 5.4, str.592). Dila i=1, 2 projekcje mortarowe II; sq
ograniczone w L?(8;), tzn:

||Hiw||L2(,;i) < CLH'U}HLZ((L-) Yw € LZ((;Z) (212)

1
oraz projekcje 11; sq ograniczone w HZy(d;), tzn:

Mw| .« < , HE (5,), 2.1
My, < Callwll s Y€ HEG) (.13)

gdzie Cr,Cy saq statymi niezaleznymi od parametrow siatki.
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia. Niech dla i=1, 2:
o O" - podobszar Q) wszystkich domknietych tréjkatéw K;’
takich, 7e: K € T" oraz K € Q; N Q.

o Vhi(Qh) - przestrzen funkcji ciagtych tréjkatami liniowych na Q" ktére zeruja,
sie na Q" \4;.

e 7" - dyskretny operator harmoniczny okreslony na V" (Q"), przyjmujacy
zadane wartoéci brzegowe na §; oraz zero na 9Q"\4;.

Lemat 2.4 ([3], Lemat 5.10, str.596). Isinieje stata C' > 0 niezalezna od h;, taka
ze:
|’Hhiw|§{1(9i) < C||w||il% ) Yw € Vi(5;). (2.14)

00\"
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Twierdzenie 2.3. Niech z; € V" (Q;) - ciagta, tréjkatami liniowq interpolacjq
u*lq, = uj w punktach nodalnych Thi. Niech dla i=1, 2:

rt = (23(8:)) — 2i;
{ vi = 2z + HMirl, (2.15)

Tak wybrane v; naleza do X" (Q;) oraz spetniajq warunki zgodnosci tzn. vz |s = v;ls,

na 0;, dla i = 1, 2.

Dowdéd. Nalezy sprawdzié, czy v;|s, = IL;(vs]s,). Poniewaz

Jit

i

/&(Us

0 Hiv3|5i)wid5 =0 W € Whi (61)

trzeba pokazaé, ze:

(L')d}ids - 07 1)[)2 € Whi (62)

6; — Ui
Mamy:
VU3 = 23 oraz vi = 2 + HY (Ti(23)5,) — 2i).
Zatem:
/ (z3ls, — 2ila, — H" (Wi(zals,) — 2i)ls,)9'ds =
0;
= / (z3ls; — zils, — (Mi(zals,) — 2i)|s, )b ds =
0;
= [ Gala, = Mieala)yuids =0
0;
z definicji projekeji mortarowych, co konczy dowdd. O

2.5.1 Blad aproksymacji

Twierdzenie 2.4. Wyrazenie na blad aproksymacji przyjmuje postaé:
Ju* — olln < C{(hn + Bl + (s + Bl - (2.16)

Dowdd. Niech z; € V' (Q;) - ciagla, tréjkatami liniowa interpolacja
u*|q, = uj w punktach wewnetrznych Thi i=1,2,3. Wedlug standardéw interpolacji

[4]:

lui = zill L2,y + hiluf — zilm @) < Chilluf |2

. (2.17)
dla 1=1,2,3.

Wybrane w ten sposéb z; nalezy do V% dlai =1, 2, 3, ale z = (21, 22, 23) € V" (nie
sa spelnione warunki mortarowe na d; oraz ds).
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Wybieramy v; zgodnie z Twierdzeniem 2.3.
7 warunku trojkata wyrazenie na btad aproksymacji przeksztatcamy do:

luy = vilm o) < i = zilm ) + 11" 1) (2.18)
Pierwszy z czlonéw nieréwnosci (2.18) szacuje sie przez (- interpolacja):
ui = zilm ;) < Chilluillp2(,)- (2.19)

Korzystajac z Lematu 2.4 w celu oszacowania drugiego cztonu (2.18), przeksztatcamy
w pierwszej kolejnosci, dlai =1, 2:

[Tt =
H020(5i)

= ||Mizz — |
HO

= Miza — TL 2
by — Mz — izl

1
2
o(d:

= |25 — Mu) — ;2 + Hiu:HHO%O(&-) <

< Mz — Ty
< [Mizg ”“lnﬁi(m i oo

1
Korzystjac z Hgy-stablilnosci projekcji II; (Lemat 2.3 - 2.13) doprowadzamy (2.20)
do:
17l < Ci{ea =il g o =il b
Hoo(éi) Hoo(ai) HOO(éi)

Dlai=1, 2,3, j =1, 2 mamy:

||Z, - U*”H S C7h7||u*||H2(QJ) (2.21)

1
020(‘51')
Zatem, dlai =1, 2:

oy < , Nt 2 g0 )
l|r HH&(M < C(hi + hs) - ||u™]| 202 (2.22)

Mozemy wiec dla i = 1, 2, drugi czlon nieréwnosci (2.18) oszacowaé nastepujaco
|7‘[hi7“i|H1 () S C(hl + h,3)||7l,* ||H2(Qi). (2.23)

Zatem nieréwnos¢ (2.18) przeksztatcamy, korzystajac z nieréwnosei (2.19) i (2.23) do
postaci:
lui = vilm(0,) < C{hi + hsH|u®||r2(0,), (2.24)

gdziei =1, 2.
Wyrazenie na kwadrat btedu aproksymacji przedstawia sie nastepujaco:

3
* ]' * 2
lu* =2 = EZ/Q V(uj —v;)’de =
i=1 i

1 1
= —/ V(ul —v)de + = V(uh — vo)?da+
2 Ja, 2 Ja,
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1 1
+—/ V(uj — v3)dzr + = / V(uj — vs)?dr <
2 Ja, 2 Ja,

< 5 { It =il ay) + 115 = vl ) + 05 = vl ) + 105 = volin ey | =
= St = o1y + 13 = valn ) + 13 = 2800 0y + 3 = 2030 o, -
Korzystajac z (2.17) i (2.24) przeksztalcamy dalej
lu* = oll} <
< Co{ (b + ha)2llu” 320, + (2 + ha)?llu” 2 )+
R332y + Pl e an) | <
< Co{ (1 + he)?llu” e, + (2 + hs)? [ 3y } <

2
< Cof (b + ha) [l 2(n) + (ha + ha)|lw” [l | -

2.5.2. Blad zgodnosci

Dowdd oszacowania bledu zgodnosci, ze wzgledéw technicznych, zostanie
przeprowadzony dla zadania:

—Au=f z € Q,

u(z) =0 x € ON. (225)

Jest to szczegdlny przypadek zadania (1.1) (a;; = 0 dla i # j oraz a;; = 1, dla i, j=1,
2). Standardowe sformutowanie uogélnione (bez podziatu obszaru Q) to:
znalez¢ u* € Hy (), takie ze:

a(u,v) = f(v), (2.26)

gdzie:
a(u,v) :/ Vu - Vudz, flv)= / fodz.
Q Q

Sformutowanie uogélnione dla zadania (2.25) przy podziale Q na dwa podobszary, z
'zaktadkami’:
znalez¢ u} = (uq,us2,u3) € V| takie ze:

an(up,v) = fn(v), (2.27)
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gdzie:

(u,v) 2/ Vu;Vudz,
— 12 / fivid fi =
2 ol Qi 1UZ I’ 1

Miejsca, w ktorych wystepuja istotne réznice zostana przedstawione po przeprowadze-
niu dowodu Lematu 2.5.

(2.28)

Lemat 2.5. Blad zgodnosci dla zadania (2.27) szacuje sie przez:

w) — ap(u™,w " *
sup 1) WO oo + Ballu 2o ) (2.29)
0AweVh l|wlln

Dowdd. Przyjmujac za u* rozwiazanie uogdlnione zadania (2.26) oraz u*|q, = u} i =
1, 2, 3, rozpatrzmy wyrazenie:

Fulw) — dn(u*, w) / f,wzd;v—— / Vur - Vwidz.

Po podstawieniu za f, zgodnie z (2.25), f = —Au* (w sensie L?) do powyzszego
wyrazenia otrzymujemy:

3 3
- 1 . 1 .
fr(w) —ap(u*,w) = 3 ;:1 /Qi(Aui)w,-dm ~3 ;:1 /Qi Vuj - Vw,dz.

Korzystajac ze wzoru Green’a: dla u € H*(D),v € H' (D)

/Vu-dem:f/Au-wdm-l—/ a—u-wds,
JD JD Jap On

gdzie n - jest wektorem normalnym zewnetrznym do obszaru D, przeksztalcamy
wyrazenie wyj$ciowe do:

fr(w) — ap(u*,w :,,Z/ 57} - w;ds.

Poniewaz w = (wy,ws,w3) € V" znika na 90:

1 ouj Ous
w) —ap(u*,w) = —= cwids — = < wads.
fu(w) —an(u”, w) . o e
Przyjmujac n = 1 = —n9 oraz korzystajac z faktu, ze ufls, = u*|s, dlai =1, 2,
otrzymujemy:
ou* ou*
fo(w) —ap(u™,w) = < cwads — . wlds> . (2.30)
5 On 5 On
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Pamietajac, ze w;i|s, = II;(wsls,) dlai= 1, 2 dokonujemy nastepujacych przeksztatcen:

Ou -wgds—/ du ~wids
5o on 51 n

‘* ‘* ‘* 8 ‘*
= Ou - wads — /811 ~wsds — " -wids +/ “ -wsds| =
5 On 5 On 5 On 5 On
ou* ou*
= (wy —w3)ds — wy — ws)ds| =
o= = [ G =
ou* / ou*
= Ilows — w3)ds — IIws —ws3)ds| =
[, G s —wyds — [ G )

/62 (ZI:; B 1!)2) (lows —ws)ds — /61 (%1:7* - 1/’1> (MMw;s — ws)ds

gdzie ¢y € Wi, (61),202 € Wh,(d2) (ostatnia réwnosé wynika z definicji projekeji
mortarowych). Wyrazenie (2.31) przeksztatcamy dalej

. (2.31)

ou*
- My — .
H on " (H 2 (52)) IMzws =wall g 5, F
ou*
+ *U) -||H1w37w3|\ 1 <
5 s Hie)
ou*
< — s ‘ N Mows —ws|| 1+
‘ an (H3 (55))" Hp(32)
ou*
+ - MMws —ws|] 1 <
' on (H} (51)) Hgo (81)
ou*
< — s < Mawsl| 1+ |lws]l 1 +
0 1 HZ2 (s H2 (s
677 ) (HZ(82)) 00(92) o0 (92) (232)
u
— . I w 1 + ||lw 1 .
H on v (H? (31)) {| ' 3||H020(‘51) | 3|H020(’51)}

1
Korzystajac z Hg, - stabilno$ci I;ws (Lemat 2.3 - 2.13) przeksztalcamy (2.32) do
postaci

ou*
H e IR (T I P o
8’7 ) (HZ (52))' o0(92) 60(92) (2.3
u
+ - { wi|| 1 + ||ws|| 1 }
H o ' (HZ (50)) : 1”%0s | g”%( )
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Poniewaz ||wi||H% ) < Cllwill () dlai = 1, 2 doprowadzamy (2.33) do postaci:
00

Allwallar @) + llwsll a9,y ) +

L i
(H?Z(62)) (2.34)

ey {lwillz @y + llwsllz @) } }

Wykorzystujac wtasnosc:

3
1
lwill i) < ClIVwilli20) < Oy 5 Yo IVwillizq, = lwl,
i=1
(2.34) przybiera postac:
o {Hau*
o

N -|wl|n-
(H2(61))
Otrzymujemy wiec nieréwnosé:

Ou U)QdS*/ Ou w1 ds
Js, On

ou*
on

— P2

+H -

(H? (62))'

2
ou*

617_

< C-|wlp . inf
Y1EWh, (61),¥2€Wh, (d2) 52

Vi

(HZ(6:))

Oznaczajac przez: (); - ortogonalna projekcje 7z L2(d;) na Whl. (6;) dla i=1, 2,
powyzsza nierownos¢ przeksztalcamy do postaci:

2

<C-wln Y

ou* ou*
o~ %5y

(2.35)

ou* ou*
wads — —wds
5, On ’ 5 On !

u
Mt @)
Na mocy Lematu 2.2 przeksztalcamy ostatecznie (2.35) do:

2

<C - ulnhs Y

i=1

ou* ou*

J 6o on J &, on

ou*
an

w1 ds

1 S
HE((L')

< Cllwllp {hllu*]| z2(0,) + hollu*| 20, } -

Twierdzenie 2.5. Blad zgodno$ci dla zadania (2.5) szacuje sie przez:

|fn(w) —ap(u*,w)]
sup
0#weVh ||w||h

< C{mll sy + hallu*llmzan } - (236)
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Dowdd. Pamietajac, ze u* jest rozwiazaniem zadania (1.2) analogicznie do dowodu
Lematu 2.5 otrzymujemy zamiast (2.30) wyrazenie:

2

1
fn(w) —ap(u*,w) = 3 Z </ a; jDju* - n; - wads 7/ a; jDju* - n; - wlds> ,
(32 61

ij=1
(2.37)
gdzie n = [n1,m2] jest wektorem normalnym zewnetrznym do €.
Przeksztalcajac dalej (2.37) otrzymujemy:
112
() = an(u’sw)l =5 | S [ aiiDou s e — wnlas).
ij=177
Korzystajac z zalozenia |a; ;| < M dla i, j=1, 2 mamy:
v 2
[fn(w) —an(u”, w)l < = > /DJU* “1i - [wa — wr]ds|
ij=1"1"7
co z kolei daje sie przeksztatci¢ ostatecznie do postaci:
. ou*
|fh(w) —ap(u™w)| < M-C an - [we —wq]| ds. (2.38)
Sy
Zauwazajac (2.35) na mocy Lematu 2.5. O

2.5.3. Blad zadania dyskretnego

Korzystajac z (2.11) oraz Twierdzeri 2.4 i 2.5 otrzymujemy

. *
o =il < 2 inf = ofly 4 sup L0 nlt )
g sowtrn Tl

< Gy {(h + hs)llu*llg2(a,) + (he + ha)lluw*]| g2.) } +
+CQ {hll‘U*HH?(Qﬂ + h2||u*||H2(92)} 3

Zatem:

Twierdzenie 2.6. Niech u* € H}(Q) N H?(Q;) i=1, 2. Wtedy
llu* — uplln < O{(h1 + h3)l[u*l|m2(0,) + (ha + h3)HU*||H2(Qz)}7

gdzie u* i u} sq odpowiednio rozwigzaniami (1.2) i (2.5), C jest statq niezalezng od
hl: h27 h3 -

109



Mariusz Kozakiewicz

line 1

T
i w//mm”nnm,,,}""'llllllm,{"'llm”’;zI:,Z,';?;"""'"‘

By A

100

Uil g5

il

Rysunek 6 : Rozwiazanie przyblizone-MES.

3. Wyniki eksperymentéw

Celem przeprowadzonych eksperymentéow bylo potwierdzenie rezultatéow teorety-
cznych uzyskanych w rozdziate drugim i trzecim. Eksperymenty polegaly na przy-
blizonym rozwiazaniu w przestrzeni z ograniczeniami zagadnienia, ktére w sfor-
mutowaniu klasycznym ma postac:

—Au=7f x €,
u(z) =0 x € 0Q,

(3.1)

gdzie Q = [0,10]? oraz
f(z.y) = ~2y(y — 10) — 2a(z — 10).
Rozwiazaniem (3.1) jest funkcja
u(z,y) = z(z — 10)y(y — 10). (3.2)

W do$wiadczeniach poréwnane zostaly wyniki uzyskane przy rozwiazaniu (3.1) zwykta
metoda mortarowa opisana na poczatku rozdziatu drugiego oraz metoda mortarowa z
‘zaktadkami’ w przestrzeni z ograniczeniami rozwazana w rozdziale drugim. Szczegdly
dotyczace implementacji metody mortarowej mozna odnalezé np. w [5].

Notacja (nx1,ny1,nza, nys, nrs, nys) oznacza, ze na obszarze ); zadana zostala
triangulacja pochodzaca od siatki nz; X ny;, dlai=1, 2, 3. Dla przyktadu zapis (4, 8, 5,
10, 12, 12) oznacza, ze na podobszarze )y mamy triangulacje pochodzaca od podziatu
Q; na cztery czesci w kierunku OX i na osiem cze$ci w kierunku OY. Podobszar €25
zostal podzielony na pie¢ czesci w kierunku OX i na dziesie¢ czesci w kierunku OV,
natomiast caly obszar {2 podzielono réwnomiernie na dwanascie czesci w kierunku OX
i OY. Bledy liczone byly dyskretnie - w weztach siatek. Bltad H! to blad dyskretny
odpowiadajacy seminormie | - |g1(q), ktéra jest réwnowazna normie || - [|g1(q) oraz
normie ||-||,. Uwarunkowanie jak i pozostate obliczenia wykonane zostaly w programie
GNU Octave 2.0.16 (darmowy klon programu MatLab). Wszystkie obliczenia
wykonywane byly w sposéb nastepujacy:
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line 1
line2 --------
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Rysunek 7 : Rozwiazanie przyblizone-mortar klasyczny.

e dla znanej waro$ci rozwigzania w wezltach siatki u; wyznaczana byta prawa
strona uktadu dyskretnego (wektor f5) poprzez przemnozenie macierzy uktadu
A przez wektor rozwiazania uj;

e dla obliczonego wyzej wektora fj, metoda sprzezonych gradientéw (CG, z kry-
terium stopu |[res||;2 < h?) wyznaczane bylo rozwiazanie przyblizone u;, =
(up,, uh, up);

e za rozwiazanie przyjmowane byto:

~ we wnetrzu - uj,

— we wnetrzu s - ui,

~ navy-uj.

3.1. Eksperyment pierwszy

Na obszarach Q; = [0, 5] x [0, 10], Q2 = [5,10]x[0.10], Q23 = [0, 10]? zostaty zadane
triangulacje pokrywajace sie. W kolejnych wierszach Tabeli 1 przedstawiono wyniki
dla zageszczajacych sie siatek. Tabela 2 zawiera wyniki odpowiedniego eksperymetu
z wykorzystaniem klasycznej metody mortarowe;j.

Jak wida¢ metoda opisana w pracy daje takie same wyniki jak metoda mortarowa.
Korzysci metody mortarowej z 'zaktadkami’ wynikaja z tego, ze jest ona lepiej przys-
tosowana do obliczen réwnolegtych, co moze by¢ dalszym przedmiotem badan.

3.2. Eksperyment drugi

W doswiadczeniu drugim na podobszarach Q;,, zadane zostaly triangulacje
nz; X ny; = 10 x 10, nxs X ny: = 20 x 20. Zmianie natomiast ulegata siatka na
obszarze (3. Byla ona zageszczana od nzg X nys =4 x 4 az do nzs x nys = 20 x 20.
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Tabela 1 : Zestawienie wartosci btedéw metody mortarowej z zaktadkami -
triangulacje pokrywajace sie.

Siatka Blad L*(Q) | Blad H'(Q) | max uwarunkowanie
(4,8, 4, 8, 8, 8) 2.81e-3 1.93¢-3 6.51e-3 | 92.27
(5, 10, 5, 10, 10, 10) | 1.82¢-3 1.75¢-3 1.01e-3 | 131.51
(6,12, 6, 12, 12, 12) | 1.53e-3 1.640-3 1.66e-4 | 175.06
(7, 14, 7, 14, 14, 14) | 9.83e-4 1.35¢-3 3.65e-4 | 223.94
(8, 16, 8, 16, 16, 16) | 6.96e-4 1.21e-3 3.0le-4 | 278.31
(9, 18, 9, 18, 18, 18) 5.73e-4 1.05e-3 2.53e-4 | 338.26
(10, 20, 10, 20, 20, 20) | 5.24e-4 9.82¢-4 2.39e-4 | 403.84
(11, 22, 11, 22, 22, 22) | 4.01e4 8.43e-4 2.3le-d | 475.84
(12, 24, 12, 24, 24, 24) | 3.11e4 8.300-4 2.18e-4 | 552.04
(13, 26, 13, 26, 26, 26) | 2.80c-4 8.07c-4 2.050-4 | 634.69
(14, 28, 14, 28, 28, 28) | 2.15e-4 7.23e-4 1.1de4 | 723.69
(15, 30, 15, 30, 30, 30) | 1.8%¢-4 6.920-4 T.4le4 | 817.16

0.003

Bladlz ——
Blad H1 ——

0.0025

0.002

0.0015

0.001

0.0005

0

2 4 6 8 10 12 14 16

Rysunek 8 : Zestawienie btedéw dla ’zaktadki’.

Tabela 2 : Zestawienie wartoéci bledéw dla klasycznej metody mortarowej.

Siatka Blad L*(Q) | Blad H'(Q) | max uwarunkowanie
(4,8, 4, 8) 3.23¢-3 2.04e-3 451e-3 | 93.01
(5, 10, 5, 10) 1.59%-3 1.71e-3 1.9e-3 103.46
(6, 12, 6, 12) 1.25e-3 1.61e-3 4.15e-4 | 111.40
(7,14, 7, 14) 8.03e-4 1.46e-3 4.11e-4 | 112.02
(8, 16, 8, 16) 6.13e-4 9.81e-4 3.72e-4 | 137.94
(9, 18,9, 18) | 4.90e-4 9.460-3 3.210-4 | 171.33
(10, 20, 10, 20) | 4.95e-4 9.5e-4 3.07e-4 | 212.36
(11, 22, 11, 22) | 4.17¢ 4 8.42¢4 2.81e4 | 253.39
(12, 24, 12, 24) | 2.65e-4 7.80e-4 2.58¢-4 | 302.19
(13, 26, 13, 26) | 2.39¢-4 7.42e-4 2.21e-4 | 350.91
(14, 28, 14, 28) | 2.11e-4 71264 1.82e-4 | 407.48
(15, 30, 15, 30) | 1.72e-4 6.50e-4 1.73e-4 | 463.93
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Rysunek 9 : Zestawienie btedéw dla mortaru klasycznego.
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Rysunek 10 : Rozwiazanie przyblizone - metoda mortarowa z zaktadkami.

Wartosci bledéw zwyktej metody mortarowej dla siatek nz; x ny; = 10 x 10 oraz
nxo X nys = 20 x 20 zawarte zostalty w Tabeli 3.

Tabela 3 : Wartosci bledéw klasycznej metody mortarowej dla ustalonej triangulacji
10x10 - 20x20.
| Blad L*(Q) | Blad H'(Q) | max uwarunkowanie
| 7.5e-4 1.5e-3 7.43e-4 | 455.06
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W przestrzeni z ograniczeniami, dla zageszczajacych sie triangulacji na Q3 otrzy-
mano nastepujace wyniki - Tabela 4:

Tabela 4 : Zestawienie warto$ci btedéw metody mortarowej z zaktadkami dla
zageszczajacej sie triangulacji obszaru 3.

Siatka na Q3 | Blad L*(Q) | Blad H'(Q) | max uwarunkowanie
(1, 4) 1502 Tlel 17e2 | 861.99
(6, 6) 2.86.2 8.6e-2 71e3 | 677.44
(8, 8) 1.2e-2 6.2e-2 3.01e-3 | 603.49
(10, 10) 1.002 1.60-2 3.2¢3 | 619.71
(12, 12) 9.40-3 3402 2.65¢-3 | 586.59
(14, 14) 7.0e-3 2.8e-2 2.13e-3 | 582.27
(16, 16) 2.8¢-3 9.1e-2 2.01e-3 | 573.03
(18, 18) 2.5e-3 1.9e-2 1.97e-3 | 562.08
(20, 20) 1.6e-3 1.8e-2 1.90e-3 | 556.70

Zapis (x, y) oznacza, ze na obszarze {23 zadana zostala triangulacja od siatki x -
w kierunku OX i y - w kierunku OY.

Analiza powyzszych danych pozwala zauwazyé, ze na dokladno$é rozwiazania
przyblizonego wyrazny wplyw ma gesto$¢ siatki na Q. Juz przy zageszczeniu
siatki 14 x 14 osiagane jest stosunkowo dobre przyblizenie wynikéw otrzymanych
metoda mortarowa (niecaly rzad wielkosci). Rozwiazanie przyblizone istotnie zalezy
od dokladnosci rozwiazania uzyskanego na {03 az do momentu zréwnowazenia sie
gestosci siatek na Q3 i Q7 U Qs.

" Zakiadkas —
Mortar ———

Rysunek 11 : Poréwnanie btedéw L? Rysunek 12 : Poréwnanie btedéw H*

3.3. Eksperyment trzeci

Eksperyment ten polegal na wykonaniu nastepujacej serii doswiadczen: przy
statej gestosdci siatki w kierunku OX na (3 zageszczana byta siatka w kierunku
OY na tym obszarze. Na podobszarach ), s zadane byty triangulacje pochodzace
odpowiednio od siatek 10 x 10, 20 x 20. Dla kazdej z ustalonych wartosci nxs, ktére
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wynosity kolejno: 4, 6, ..., 20, zmieniano nys od 4 do 20. Rezultaty zilustrowane zostaly
na rysunkach 13 i 14.

0.045

1

2 4 6

2 4 6 8 12 14 16 18 20

Rysunek 14 : Zestawienie bledéw - H'.

Wynikiem tego eksperymentu jest nastepujacy wniosek: znaczne polepszenie
rozwiazania przyblizonego nastepuje do momentu, w ktérym nys < ny; = 10. Dobre
przyblizenie wynikéw otrzymanych metoda mortarowa (rzad wielkosci) otrzymywane
jest juz dla siatki na Q3 majacej gesto$é naxz = %(nml +nmxs) oraz nys = %(nyl +nys).

4 4. Podsumowanie

Na mocy Twierdzenia 2.6 oszacowanie btedu metody wyraza si¢ zalezno$cia:

2
[ =il < €D (i + hs)Ju” || m20)-

i=1
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Dla poréwnania zwykla metoda mortarowa przy podziale calego obszaru 2 na dwie
czesci Op, Q. Q5 Ny =, daje oszacowanie bledu [1]:

2
[u* = uilla < C - hillulluz0,),
i=1

a standardowa metoda elementu skonczonego na triangulacjach zgodnych na Q3 z
parametrem hs daje oszacowanie [4]:

l[u* = uhlln < C - hallu™[| a2 (o).

Tak wiec utrzymany zostal rzad zbieznosci.

Metoda przyblizonego rozwiazywania zagadnien eliptycznych przedstawiona w
tej pracy, daje takie same wyniki jak, dobrze znane metody: elementu skonczonego i
mortarowa. Oszacowanie btedu dla wszystkich wymienionych podej$¢ ma ten sam
rzad wielkoSci. Przedstawione wyniki eksperymentéw numerycznych potwierdzaja
teorie. Wprowadzajac dodatkowa triangilacje na Q3 - ’zaktadke’, mozemy dla siatki
réwnoodleglej, na czedci zadania dyskretnego na (3, zastosowaé algorytm FFT
(patrz np. [6]). Mozemy wiec szybkim algorytmem otrzymaé pierwsze przyblizenie
rozwigzania, a nastepnie doktadnie rozwiazywaé na podobszarach Q1, s, na ktérych
nie mozna stosowa¢ FFT, ze wzgledu na regularnos¢ siatek. Zwiekszeniu ulega natomi-
ast wymiar zadania oraz pogarsza sie uwarunkowanie (wzgledem standardowej metody
mortarowe;j).

Metoda opisana w pracy stwarza takze mozliwo$¢ dalszych uogdlnien. Jednym
z nich moze by¢ taki podzial calego obszaru 2, aby czeéci nakladajace sie Q2 N €
stanowity tylko 'pasek’, a nie tak jak to zostalo przedstawione caty obszar Q; (Rysunek
15). W tym przypadku

1 Qg

Rysunek 15 : Podzial obszaru ().

dodatkowo trzeba by zatozy¢, ze

Ou

=0.
on 803\ (891 U80N)

Naturalnym byloby nastepnie zawezanie szerokoéci paska, az do 7.

W przestrzeni z ograniczeniami mozliwe jest kolejne uogdlnienie. Okazuje sie,
ze przy znajomo$ci rozwiazania na 7, nastepuje naturalne uréwnoleglenie zadania.
Mozna by prébowa¢ szukaé¢ najpierw rozwiazania tylko na 7, a nastepnie rozwiazawac
réwnolegle dwa zadania na podobszarach Qq, Q. Oczywiscie kazdy z podobszaréw
mozna znowu podzieli¢c na kolejne podobszary i uzyskaé jeszcze wiekszy stopien
réwnoleglodcei.
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