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Streszczenie.

W pracy rozwazany jest model rynku finansowego z szumem danym przez wie-
lowymiarowy skorelowany proces Wienera. Wyprowadzone zostaly analityczne wzory
na ceny typowych kontraktéw finansowych, w ktérych wyplaty zaleza od cen kilku
akcji.

1. Wstep

Wycena i zabezpieczanie kontraktéw finansowych sa najwazniejszym zagadnie-
niem wspdlczesnej inzynierii finansowej. Rozwiazanie tych problemoéw zalezy w gtow-
nej mierze od przyjetego modelu probabilistycznego, ktérego zadaniem jest w mia-
re dokladne opisanie rzeczywistych rynkéw finansowych. Jednym z najbardziej po-
wszechnych modeli uzywanych w praktyce jest model Blacka-Scholesa, ktéry mimo
pewnych istotnych mankamentéw ma te zalete, ze spora iloéé¢ kontraktéw mozna wy-
ceni¢ w spos6b analityczny. Wyprowadzone wzory moga by¢ bezposrednio stosowane
po wyestymowaniu potrzebnych parametréw. Klasycznym przyktadem jest powszech-
nie znany i stosowany wzor na cene opcji kupna lub sprzedazy. W przypadku gdy
kontrakt finansowy jest bardziej skomplikowany, tzn. wyplaty z kontraktu maja nie-
regularng strukture lub zalezg od cen kilku akcji, to wéwczas w praktyce wycenia sie
je przy pomocy metod symulacyjnych opartych o metode Monte Carlo. Przy pomo-
cy symulacji otrzymuje si¢ przyblizona wartosé¢ ceny, dokladniej uzyskuje si¢ pewien
estymator ceny. Gléwne zadanie polega na zminimalizowaniu wariancji tego estyma-
tora jak réwniez na upraszczaniu algorytmoéw symulacyjnych w celu zminimalizowania
kosztow przeprowadzanych obliczen. Przyklady algorytméw wyceniajacych kontrakty
finansowe mozna znalez¢ na przyklad w ksiazce [2]. Okazuje si¢ jednak, ze dla pewnej
klasy opcji wielowymiarowych mozna wyprowadzi¢ analityczne wzory na ich ceny co
oznacza, ze nie ma potrzeby wyceniania ich przy pomocy symulacji. W pracy wy-
prowadzone zostaly wzory na ceny typowych opcji uzywanych w praktyce, w ktérych
wyplata zalezy od cen dwéch akeji. W niektérych przypadkach obliczenia moga zostaé
uogdlnione na wieksza liczbe akcji. Wyceny dokonujemy w modelu Blacka-Scholesa
ze skorelowanym wielowymiarowym procesem Wienera. Uzyskane wzory moga by¢
stosowane w praktyce. Do ich wykorzystania potrzebna jest znajomos¢ wartosci dys-
trybuanty standardowego rozktadu normalnego jak rowniez umiejetnosé wyliczania z
niej calek. Wyliczenia takie mozna przeprowadzi¢ w powszechnie dostepnych progra-
mach, np. Mathematica, Matlab, Maple.
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Praca ma nastepujacy uklad: w Rozdziale 2 podajemy opis kilku opcji wielo-
wymiarowych; Rozdzial 3 zawiera przypomnienie podstawowych faktéw dotyczacych
wielowymiarowego rozkladu normalnego; w Rozdziale 4 opisujemy rynek finansowy,
na ktorym wyceniane beda kontrakty; Rozdzial 5 zawiera wyprowadzenia wzordéw na
ceny opcji opisanych w Rozdziale 2.

2. Przyklady opcji wielowymiarowych

Ponizej przedstawiamy kilka przykladéw opcji wielowymiarowych. Wszystkie z
nich moga i najczesciej sa wykorzystywane w celach spekulacyjnych. Jednak niektore
z nich moga by¢ wykorzystywane w celu ostony przed rzeczywistym ryzykiem inwe-
stycyjnym. Ze wzgledu na brak ujednoliconej polskiej terminologii dotyczacej nazew-
nictwa kontraktéw finansowych stosujemy terminologie angielska.

Digital option: H = K -14

Jest to opcja inaczej nazywana binarna, w ktérej wypltata w statej wysokoséci K
zalezy od tego czy zajdzie pewne zdarzenie A. Jedli zdarzenie A nie zajdzie, to posia-
dacz opcji nic nie dostaje. Samo zdarzenie A moze zaleze¢ od wartosci kilku akcji, np.
moze by¢ postaci A = {SL > S2}, czyli zachodzi jesli cena akcji w chwili T przekroczy
cene innej akcji. Opcje te sa wykorzystywane gtéwnie w celach spekulacyjnych.

Outperformance option:  H = (max{S}, 52} — K)*T
Zalézmy, ze inwestor chce zapewnié sobie mozliwo$¢ kupna, po ustalonej obecnie cenie
K, akcji jednej z dwéch firm. Decyzje o tym, ktérg firme wybierze podejmuje w chwili
koncowej. Realizacje tego planu umozliwi inwestorowi nabycie opcji ”outperforman-
ce”, w ktérej wyplata jest réwna nadwyzce maksimum z cen ponad poziom K.

Quantos

Quantos sa to opcje walutowe, tzn. takie w ktérych wyplata zalezy nie tylko od
ceny akcji na obcym rynku ale takze od stopy wymiany obcej waluty. Istnieja dwa
rodzaje tych opcji zalezne od tego czy wyptata z kontraktu rozliczana jest w walucie
rodzimej czy tez obcej.
a) Wyplata w walucie rodzimej: H = S2(S% — K)T
Niech Sk oznacza ceng akcji w chwili 7' na obcym rynku wyrazona np. w EUR, za$ S%
cene EUR wyrazona w PLN. Wéwczas nabywca opcji zapewnia sobie prawo zakupu
akcji po cenie K EUR. Wyplata z kontraktu rozliczana jest w walucie rodzimej, tj. w
PLN.

+
b) Wyplata w obcej walucie: H = (Silp — s%)
T
Przyktad jest podobny do poprzedniego z tym, ze cena K po ktorej inwestor chce

kupié¢ akcje w chwili T wyrazona jest w PLN za$ wypltata z kontraktu rozliczana jest
w EUR.
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Spread option: H = (S — 5% — K)*

Jest to kontrakt, ktéry pozwala zabezpieczy¢ si¢ przed zbyt duza réznica wartosci
dwdéch akeji. Moze tez shuzy¢ do zabezpieczenia ryzyka wahan kurséw walutowych.
Zalozmy, ze polska firma sprowadza towar z USA i sprzedaje go w strefie euro. Wow-
czas dla firmy korzystna jest sytuacja w ktérej euro jest drogie w stosunku do dolara.
Jesli réznica pomiedzy cena USD a EUR jest zbyt duza, to firma ponosi straty. Kon-
trakt pozwala na ustalenie maksymalnej wartosci réznicy cen pomiedzy USD a EUR
jaka firma jest w stanie zaakceptowac.

3. Wielowymiarowy rozklad normalny

W rozdziale tym przedstawimy podstawowe wlasnosci wielowymiarowego rozkla-
du normalnego, z ktorych korzysta¢ bedziemy przy obliczaniu cen w Rozdziale 5.
Wtasnosci te mozna znalezé w podrecznikach z rachunku prawdopodobienstwa lub
statystyki, np. [4].

Definicja 3.1 Wektor losowy X przyjmujecy wartosci w R? ma rozklad normalny z
parametramim, Y , gdziem € R? za$§ ¥ jest macierzq symetryczng, dodatnio okreslong
wymiarow d X d, jesli jego funkcja gestosci dana jest wzorem

1 1 T —1
- = emzl@m) I (z-m) c RY. 3.1
/(@) (2m)E (detx)d T (3.1)

Wektor m jest wartoscig oczekiwang, za$ ¥ macierzqg kowariancyi wektora X, tzn.
EX =m, CovX = X. Piszemy wéwczas X ~ Ng(m,X).

Rozklad jednowymiarowy ze srednia m € R, i wariancja o > 0 bedziemy oznaczaé
symbolem N(m, o).

Twierdzenie 3.2 Wektor losowy X ma rozklad Ng(m,X) wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdego a € RY zmienna losowa

aTX =a1 X1+ a2 Xo + ...aqg Xy
ma rozktad N(a¥m,a”a).

Twierdzenie 3.3 Jesli wektor X ma rozklad Ng(m,X), za$ A jest macierzg o wy-
miarach k x d, to wéwczas wektor losowy AX ma rozklad Ni,(Am, AXAT).

Niech X bedzie wektorem losowym o wartoéciach w R? i niech 0 < k < m.
Podzielmy wektor X na dwa podwektory X (1) oraz X o diugoéciach k i d — k
odpowiednio, tzn.

XW = (X1, Xz, ..., Xp)7, X® = (Xpy1, Xis2, o Xa) '

Analogiczna operacje przeprowadzmy na wektorze m oraz macierzy X, tzn.

)
m={ e | T
m
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gdzie EXM = m®M, EX® = m® Cowx® = £ Cowx® = %2
Cov(XM, X®) = n012) = 2O Ponizsze twierdzenie charakteryzuje rozklad wa-

runkowy wektora X () pod warunkiem wektora X (2). Rozklad ten bedziemy oznaczaé
symbolem £(X™) | X(2)).

Twierdzenie 3.4 Niech X ~ Ng(m,X) przy czym macierz ¥ (22) jest nieosobliwa.
Wowczas

r (Xu) | X® = x(2>)

— N, (m<1> FR0DRE) T @) @) 50D - g(la)gm)*lg(m)) _

W szczegolnosci, gdy k = 2 oraz
my 011 012
m = N Y= ’
ma 021 022
2

g o
L(Xy | X2 =m2)=N (ml + ﬁ(% —ma), 11 — 12) .
022 099

to wowczas

4. Model rynku finansowego

Niech (2, F,t € [0, T], P) bedzie ustalona przestrzenia probabilistyczna z filtracja.
Rynek cen akcji opisany jest przez d proceséw cen akcji o dynamice typu Blacka-
Scholesa, tzn.

dS; = S} (aydt + a;dW}), i=1,2,...d, t €[0,T),

gdzie a; € R, 0; > 0, i = 1,2,...,d. Wspolczynniki «;, 0; sa nazywane dryfem oraz
zmiennoscia (volatility) i-tej akcji. Procesy W', W2, ..., W4 sa adaptowane do filtracji
Fi;t € 0, T] i skorelowane. Doktadniej, proces W = (W1, W2, ..., W) jest Q procesem
Wienera, tzn. jego wspolrzedne sa standardowymi procesami Wienera, za$ macierz

1 pi2 p13 .. prd
P21 1 po3 ... paa

Q= } ) ) ) A
Pd1  Pd2  Pd3 .- 1

gdzie p; ; = p;i € [-1,1] dlai,j = 1,2,...,d opisuje korelacje pomiedzy wspohrzedny-
mi procesu W w chwili 1, tzn.

pij = cor {Wf,Wf}, i,j=1,2,..,d.

Zakltadaé bedziemy, ze () > 0 tzn. ze macierz @) jest écisle dodatnio okreslona. Poza
mozliwoécia inwestowania w akcje mozna kapital zdeponowaé na rachunku bankowym
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o stalej stopie procentowej r. Woéwczas dynamika ceny depozytu bankowego dana jest
wzorem

dBt = ’I”Btdt, te [0, T]

Uwaga 4.1 Opisany powyzej model rynku finansowego jest znany w literaturze, jed-
nakze jest on wykorzystywany glownie pod kgtem przeprowadzania symulacji, patrz
np. [2]. Ze wzgledu na prostote rachunkowq przy wycenianiu, rynek czeSciej opisu-
je sie przy uzyciu niezaleznych proceséw Wienera, patrz [3], Przyklad 4.4 str. 196.
Modele o wiekszym stopniu ogolnosci oparte sq o niezalezne procesy Wienera, gdzie
wspdlezynnik zmiennodci ma wiele skladowych, patrz np. [5].

Ponizej opiszemy miare martyngalowq Pw rozpatrywanym modelu, tzn. praw-
dopodobienstwo réwnowazne P o tej wlasnodci, ze zdyskontowane ceny akcji S’; =
e "tSi i = 1,2,...,d sa lokalnymi martyngalami wzgledem P. Miara martyngalowa
jest kluczowym pojeciem z punktu widzenia wyceny kontraktéw finansowych. Przy jej
wyznaczaniu postuzymy sie wersja twierdzenia Girsanova dla @ procesu Wienera. Po-
nizsze twierdzenie jest uproszczong wersja twierdzenia w przestrzeniach nieskonczenie
wymiarowych, patrz [1], Twierdzenie 10.14.

Twierdzenie 4.2 Zalézmy, Ze o jest prognozowalnym procesem o warto$ciach w R?
spetniajgcym warunek

E(ef Q- 289t,th f [t dt) _

Wéwczas proces
Wt:Wt—/ Qfgosds, te [O,T],
0

jest Q procesem Wienera przy mierze P o gestosci danej wzorem

E _ efoT(Q—%<pt,th)_% foT|tpt‘2dt.
dP
Mozna pokazaé, ze kazda miara réwnowazna mierze P jest scharakteryzowana
poprzez proces gestosci wzgledem miary P postaci

t, 1 t
Zt = efo @ 2<p5,dW5)7%fo\gas\2ds7 (42)

gdzie ¢ jest pewnym procesem prognozowalnym o wartosciach w R?. Przypomnijmy,
ze S jest P lokalnym martyngalem wtedy i tylko wtedy gdy Siz jest P lokalnym
martyngalem. Wobec tego miar¢ martyngalowa wyznaczymy poprzez wskazanie w
(4.2) procesu ¢ takiego, ze S*Z,i = 1,2, ...,d beda P lokalnymi martyngatami. Mamy
dS; = S; ((a; —r)dt + o, dW}),  i=1,2,...d, t €[0,T],
1
dZt = Zt(Q 2@tath)7
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i jako konsekwencja wzoru Ito, patrz [6], Twierdzenie 3.6 s.153, otrzymujemy

d(2,5}) = Z,dS! + SidZ, +d < Si, Z, >
d
= Ztg,f ((ai —r)dt + O'ithi) + S’tiZt(Qfégat, dWy) + Ztgtioi Z(Qiégat)jpjyidt.
j=1

(4.3)

Symbolem (Q*%got) j powyzej oznaczylismy j-ta sktadows wektora Q’%gpt. Oznaczmy
przez g; i-ta kolumng macierzy @, tzn. q; = (p1.i, p2,is - Pdsis )© . WéWezas wzor (4.3)
mozemy zapisaé w postaci

d(Z,81) = Z,8i (o — )dt + o3 dWP) + SiZ,(Q ™ 2 oy, dW,) + 2,810 (Q ™ 2 oy, q;)dt

= Z:S;((a; — 1) + Ui(Qié%a ;))dt + Z,SioidW; + Zt§Z(Q7%<Pt, dWy).
(4.4)

Zatem S'Z jest P lokalnym martyngalem wtedy i tylko wtedy gdy dryf we wzorze
(4.4) znika, tzn.

1
a; —17+0i(q;, Q7 2p) = 0.

Powyzszy warunek musi byé¢ spelniony dla kazdego ¢ = 1,2,...,d, wiec w postaci
macierzowej przyjmuje on nastepujaca forme

Q1 —T
o1
a2 —1T
1 a—rly o2
QQ Pp = ————" =
U .
aqg—r
o4

W konsekwencji proces ¢ jest staly i rowny

SDZ—Q_% [a—rld}

o
za$ proces gestosé miary martyngalowej P przez niego wyznaczonej wyraza sic wzorem
7, = e~ (@R W) - 11Q (B

Ponadto z Twierdzenia 4.2 wynika, ze proces

. -
W, =w, + 2y
g

jest @ procesem Wienera przy mierze P. Wéwczas dynamika procesow cen akeji moze
by¢ zapisana w postaci

dS; = Si(rdt + o, dW}), i=1,2,..,d.
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za$ same ceny w postaci

Si = Sietr=sodttaiWi 1 9 4. (4.5)

7 powyzszych rozwazan wynika wazny wniosek.

Whniosek 4.3 Rozpatrywany rynek finansowy jest zupelny, tzn. istnieje doktadnie jed-
na miara martyngatowa.

5. Wycena

Definicja 5.1 Kontraktem finansowym H nazywamy dowolng Fr mierzalng zmienng
losowq.

Ceng kontraktu oznaczymy przez p(H). Przypomnijmy, ze jesli H jest zmienng
losowa catkowalna wzgledem prawdopodobienstwa P, to wéwczas cena H dana jest
wzorem

p(H) =EleTH],

patrz np. [3], Twierdzenie 4.4 str. 180. Powyzszy zapis oznacza, Ze cena H to wartosc
oczekiwana zdyskontowanej wypltaty liczona przy prawdopodobienstwie P.

Uwaga 5.2 Zaléimy, e H = H(Sk, S2, ..., Sk), gdzie k < d, tzn. kontrakt finansowy
zalezy tylko od cen kilku pierwszych akcyz Wowczas korzysta]@c z (4.5) mozemy 2api-

saé H jako pewng funkcje zalezng od WT,WT, . WT, tzn. H = f(WT,WT, . WT)
Wartosé oczekiwana zmiennej losowej f(VVTJ/VT7 ...,W ) liczona pray prawdopodo-

bienistwie P zalezy tylko od lgcznego rozkladu wektora (W%,W%, . WT) Nie zalezy
wiec od d - liczby sktadowych procesu Wienera. Oznacza to, Ze mozliwo$é inwestowa-
nia w akcje SFT, S*T2 . 8% nie ma wplywu na cene kontraktu H mimo, e ceny tych
akcji sq skorelowane z cenami od ktorych kontrakt zalezy. W przypadku wyceny meto-
dg Monte Carlo te dodatkowe akcje mogq postuzyé do redukcji wariancji estymatora
ceny, patrz [2], Rozdzial 4.1.

5.1 Digital option

Wycenimy kontrakt dany wzorem:
H=K: 151552y, gdzie KeR. (5.6)
Twierdzenie 5.3 Cena kontraktu (5.6) wynosi
1
Ings + 3(03 — o})T
VT\/0} —2p0109 + 03

p(H) = Ke 1@
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Dowdéd:
p(H) = E[G_TTK]_{S%>S%}} - KB_TTP(S% > S,%)

_ Ke—rTP (Stlle(r—%af)T+01VT/% > S(Q)e(r—%og)T-&-ozﬁ/%)

T 1 —~ 1 —~
— Ke TP <1n Sy A4 (r — 50%)T + o Wi >InSE+ (r— iag)T + O'QW%)

- —~ —~ Sz 1
— Ke TP <01W71~ — W2 >1n S—? + 5(0% — O’%)T)
0

Korzystajac z Twierdzenia 4.2 oraz Twierdzenia 3.3 otrzymujemy

Tl 2 In 5 Lo —a)T
0’1WT — O’QWT S(l) 2 1 2

H)=Ke'P >
P V (1, —02)TQ(01, —a2)T ~ +/(01,—02)TQ(a1,—02)T

CH 1
In S—% + (03 —o)T

=Ke o
\/T\/a% — 2poi0g + U%

O

Zauwazmy, ze latwo ustali¢ monotonicznosé ceny kontraktu w zaleznosci od wspot-
czynnika korelacji p. Zalézmy dla prostoty, ze K > 0 oraz, ze S = S3. Wéwcezas p(H)
jest rosnaca funkcjg argumentu p jesli oo > o7 1 malejaca jesli o1 > os.

5.2 Outperformance option
Wycenimy kontrakt postaci:
H = (max{S}, 52} — K)", K >0 (5.7)
Postuzymy si¢ dwoma pomocniczymi lematami.

Lemat 5.4 Niech wektor (X,Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny o Sredniej
(0,0) i macierzy kowariancyi
_| Lo
¢ [ pol } '

Wéwczas dystrybuanta wektora (X,Y) dana jest wzorem

b
1 y2 —
Fxy(a,b) :/ 7= e~ P (zf;) dy, a,b € R. (5.8)
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Dowéd: Wstawiajac

1 -1
-1 _ P
N _pQ—l[ p —1}’

do wzoru (3.1) otrzymujemy wzér na gestos¢ wektora (X,Y):

_ ,a=272ﬂwy+y2
L lewQelewn” L e

fX,Y(I,y) = 727r ﬁdet@ /1= 2 ,02

Odcalkowujac gestosé otrzymujemy dystrybuante:

_(@—pn)?—p%y2+y?

b a b a
1
F a,b ——/ / x,y)dxd ——/ 7/ e 2(1-p?) dxd
X (@,h) —o0 —ocfX’Y( )dedy —oo 2m\/1—p2 J_ Yy

b 1 _¥2 ra 7@ _rb 1 _y? \;% _22
[ T [ ey = [ e [ e s
LR Y = 0
= [ = =5 ) dy.
Lemat 5.5 Rozklad zmiennej losowej
7 = max{S}, 53} (5.9)

przy prawdopodobieristwie P ma dystrybuante dang wzorem

~ b o? a(t) — py
Fy(t) = g (M ZPYY 4 dlat >0, 5.10
0= [ 7 <W b e 510)

gdzie

2

U]\/T ’

to (1,2 o (p— 1,2
a(t) i In 51 (r—s07)T . In (r—s503)T

oraz gestosé dang wzorem

~ 1 2t t) — pb(t 1 a?(t b(t) — t

Falt) = B0 g (o) —pb(®) ) om0 o 0(t) — pa(t) ’
tooV2nT 1—p2 to1V2rT 1—p2

dla t > 0.

Dowdd: Zachodzi wzor:
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Il
o

VTS VT VTS o T

(W% _ lnsié —(r— 30T W% In 45 52 —(r—3 02)T>

(W w2
P (ﬁ <alt), L < b(t)) .

172

Wektor <V\[//%, :}/V%) przy prawdopodobienstwie P ma rozklad N>(0, Q). Korzystajac

ze wzoru (5.8) w Lemacie 5.4 otrzymujemy (5.10). .
Wzér (5.12) otrzymujemy poprzez zrézniczkowanie Fz. Postugujemy sie regula
tancuchowa, ktora stosujemy w nastepujacym przypadku. Jesli

z(x)
hz) = / oz, y)dy

to wowczas

dh(z) _ L /z(x) O9(w.y)

o ox

Zatem

P oy L e o fal) —pb(t)) 1
fz(t)*FZ(t)*\/% ¢< m) too/T

. 1 /b(t) 1 6_72 > (t) — py i
torVT/1—p2 Jooo V27 V1= p?
Uproé¢my ostatnia catke.
b(t) _ b(t) a(t)—py)?
[0 et () gy [ e Ly
Y € Y
oo V1= p? —oo V2T V2m

b(t) = pa(t)

1 _ (w=pa(®)) +a2<t><1 0?) 1 az(t)/ iz 1
i 2(1—p2) d e~ 2 _7\/1— 2 dz
271' Y V2T _

o Vom
1- p2 et (()—pa(t))
Vi-p?

Ostatecznie otrzymujemy:

7 1 2t _ W20 B
Falty = — A (UM L e g (B0 pelD))
too V27T 1—p? to12rT T2

3]
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Twierdzenie 5.6 Cena kontraktu (5.7) dana jest wzorem

= £ [T g (200

:sz/T K V21 V1—p?
L S | a2(t) b(t) — pa(t)

+ —— e 2 O ———= | dt
oVT Jk V2m ( 1—p?

_Ke—rT/wL g (U ry)
b(t) V2 1—p) 7

gdzie a(t),b(t) dane sqg wzorem (5.11).

Dowdd: Niech Z bedzie dana wzorem (5.9). Wéwczas korzystajac ze wzoréw (5.10)
i (5.12) w Lemacie 5.5 otrzymujemy

p(H) = E(e—rT(z - K)+) = e TE(Z1751y) — Ke T P(Z > K)

=T /OO t-fz(t)dt — Ke™"T(1 — Fz(K))

—rT [e’e] )2 (¢ _
e 12w (b(a(t) pb(t))dt

 ooVT Jk V2r 1—p?
—rT 00 20
L 1 e b(t) — pa(t) dt
ovT Jk V2or 1—p?

0
5.3 Quantos
5.3.1 Opcja rozliczana w rodzimej walucie
Wycenimy kontrakt:
H=5%(S - K)*, K >0. (5.13)

Twierdzenie 5.7 Cena kontraktu (5.13) wynosi

4 po10n T(o1 + po2) —a Tpoy —a
it = sisjemment (1O =) ey (Toms o),
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gdzie

a:= . (5.14)

Dowéd: Mamy:

p(H) = E (e TS2(Sh— K)*) = B (e—TTS;S%hSPK}) _Ke TR (5%1{5;%})
(5.15)

Zapisujac zdarzenie
{8} > K} = {W} > a},
gdzie a jest dane wzorem (5.14), otrzymujemy

N B B 1.2, 2 ~ 1 W2
E <e TTS%"S%]-{S;>K}) —e rTSéSge(Zr 30T +o)T | (601WT+02WT1{VT/,}>¢1}>

= S182elr=3eiHaT R (eoﬁ%mﬁ% | Wk > a> P (W; > a)

Wz

= S3S2elr=3(ei+aINT [ | (em%mﬁ% | Wi = y) fe o (y)dy.
Wektor losowy (W2, W2) ma przy mierze P rozklad Ny((0,0)7,%), gdzie elementy
macierzy ¥ wynosza 011 = 090 = 1, 013 = 091 = pI. Zatem z Twierdzenia 3.4
wynika, ze
LW} | W} = a) = N(pa, T(1 - p?)). (5.16)
Przypomnijmy takze, ze jesli X ~ N(m, o) to wéwczas
E(eX) =emT29, (5.17)

Korzystajac z (5.16) oraz (5.17) otrzymujemy

B <e—rTS%S%1{S%>K}) _ S(%Sge(r—%(of-ﬁ-ag))T/ €01V . 02py+305T(1=p?) 'fﬁ/l (y)dy

T

o0
:séggewé(afw%)):r/ L cvlor+pm)+40370—0%) | o~ 47 g
a 27T

Y2 —2Ty(oy +poa)
e 2T

g- 9

— SLG2e(r=3 (ot HptoiNT /

a

T Y
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00 2
1.2, 2 2 1 2 1 (y—T(o1+po2))
Sésge(r— s(oi+p (7'2))T62T(0'1+/)0'2) / .e 2T dy

o V2rT

2

= S§S2elrtroroa)T /Oo Tdz

1 _
( ) —2 e
a=T(o1+p52) /277
VT

T(oy +\/p%72) - a) '

Drugg wartos$é oczekiwana we wzorze (5.15) uzyskujemy takim samym sposobem

= S S2elrtraoa)ly ( (5.18)

- . Tpog —a
E (e Ts;1{5;>K}) = 520 (\%) . (5.19)
Uwzgledniajac (5.18) i (5.19) otrzymujemy
_ T(o1 + po2) —a Tpos —a
H) = S5 Sge"—roro2Tg < —KS§o (————).
p( ) 0*~0 \/T 0 \/T
O
5.3.2 Opcja rozliczana w obcej walucie
Wycenimy kontrakt
K +
H= (S% - 2) , K>o0. (5.20)
ST

Twierdzenie 5.8 Cena kontraktu (5.20) wynosi

p(H) = Sy® T(o} + poio2) — a _ 526(05_2,,.”(1) __a+T(03 + poros)
VTGt 2 0] 5 N C R T )
gdzie
K 1
a=n 5152 (27“ -5t US)) T. (5.21)
Dowdd: Mamy
(H)=E(e"Sr1 BBy (5.22)
plt) =S e orlists o) gl .

Na poczatku zapiszmy zdarzenie {S} > £} w terminach (Wk, W2).
T

K 2 a7l 2 2 — —~
{S%, > SQ}:{S(l)e(TéUl)TJrLHWT . Sge(T*%UQ)'IH»UzWT > K}:{JIW% + UQW% > a} ,
T
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gdzie a jest dane wzorem (5.21).

Nastepnie wyznaczmy rozktad warunkowy W} pod warunkiem oy W% +02 W:,% przy
prawdopodobiefistwie P. Poniewaz wektor (W%,aﬂ/IN/% + O'QWY%) jest transformacja
liniowa wektora (W%, W%) 7 macierza

1 0
g1 02 ’

to z Twierdzenia 3.3 wynika, ze rozklad laczny tego wektora jest normalny ze $rednia
(0,0) i macierza kowariancji

1 0 T pT 1 o1 | T T(o1 + pos)
o1 09 pT T 0 oo | | T(oy+po2) T(0?+2po109+032) |-

Korzystajac z Twierdzenia 3.4 otrzymujemy

—~ —~ —~ o1 + po To2(1 — p?
E(W%lolvv%wzvv%:y):N(y T =) )

0’% + 2poi09 + a%’ 0% + 2poi09 + 0%

Korzystajac z powyzszego wzoru,(5.17) oraz Twierdzenia 3.2 wyliczamy pierwsza war-
tosé oczekiwang we wzorze (5.22):

I —rT gl - - 7 1 —10'2T+0' {/‘71 - -

E (e ST1{01W%+02W%>a}) =F <Soe 201 1 T1{01W%+02W%>a})

oo ~
_1,2 =~ o 1 —~ —~
= Spe”z IT/ Bt o\ Wr + s WE = 9)f, 51 w2 ()Y
a

o 2y(df+p0102)+ald§(lfp2)’f 1 2
12 - _
_ 536_501T/ z(af+2polaz+ag) N 2T(o%+2p0102+a§) dy
a

e
V271 (0} +2po1a2 + 03)T

y2—2Ty(o3+poiog)—o2a2T?(1—p?)

_Sle—éafT/oo ! e
0 a \/271'(0‘% + 2poi09 + a%)T

2T(o§+2palo2+ag) dy

2
(y*T(Uwale))
e 2T(a§+2pala2+ag> dy

. 2T/°° 1
6201
a /27(0} +2poios +03)T

= Sée_%”%T

> 1

_ ¢l
o SO/ a—T(c2+poy09) o
\/T(Uf+2pa102+dg)

T(o? -
=Sl (U; + 19193) . (5.23)
VT (0} + 2paios + 03)

2
— 2=
e 2dz

Podobnie pokazujemy, ze:

2 el W2 — ) — oatpos Toi(1—p?) :
LWz | o1 Wi + 0oW3 = y) = N(yU%Hpgwﬁgg, 7 T2poron Tl ) Przeprowadzajac

96



Wycena opcji wielowymiarowych

analogiczne obliczenia wyznaczamy druga wartosé oczekiwana we wzorze (5.22):

- K K 1 2 ~ s
—rT 2> - . _ 2 (fo5-2r)T —oo W, _ "
B <6 5%1{0'1W71,+02W72.>a}> - Sge 2 E <€ T1{01W71,+02W72,>a}>

K (1 2 o0 ~ AE —_— —
_ 152 opT —a W, 1 2 _ _
= e E(e T | oWy 4+ ooWi = y)fng%+02W% (y)dy
0 a
oo —2y(e34poio)+Tofo2(1-p?)
— 56(%03—21"”/ e 2(0242p0 03 +02) 1
2
0 a V21 (0} +2p0109 + 03)T
_ y2
e 2T(o‘§+2pﬁ1rfl+o‘§)dy
2 2 2 _ 2752 2
o) Yy H2Ty(o5+4po102)—0705 T2 (1—p%)
_ Ee(%agf%“)T 1 e 2T (03 +2pa1og+02) d
— Q2 3 5 Y
S5 a 27(0? +2poios + 03)T
K 00 1 (?J+T(d§+n01”2))2
_ 76(%0372T)T6%0§T e 2T (o2 +2p0102+02) dy
S3 2m(0? + 2 T
0 a (o] + 2po102 + 03)

&S]
— 56(03727”)’11 Lefédz
Sg a+T(ff§+P”1ﬂ2) m
v T(d§+2p01 ”2+"§)

526(03727’)T(I) __a + T(O’% + pa‘lo'Q) )
S5 VT (0} + 2poi02 + 02)

(5.24)

Uwzgledniajac (5.23) oraz (5.24) otrzymujemy

p(H) = Séq) T(O'% + PO'102) —a _ 526(03727‘)71@ _ a+ T(O’% —+ 00'102)
VICE+ %ot ed)) 5 VT + 200102+ )

O
5.4 Spread option
Wycenimy kontrakt postaci
H=(S;—-S%—-K)", K>0. (5.25)
Twierdzenie 5.9 Zmienna losowa
Z =Sk — 52 (5.26)
ma przy mierze P rozklad o dystrybuancie
~ >~ 1 2 b(t,y) —
Fy(t) = / e b Lt AR (5.27)
—oo V21T T(1— p?)
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1 gestosci

- /°C 1 _ 2T —p®)+p?)—20b(t,x)y+b (t,y)

t)= e 2T (1—p2) dy,
fZ( ) e 271_ng1@+S§e(r7%a§)T+62y) Y
(5.28)

dlat >0, gdzie

1 t SQ (T*%O’2)T+O'2y 1
b(t,y) = — <ln ( + 50€ : —(r— 50%)T dla t>0, yeR. (5.29)

o1 S(%

Dowdd: Dla t > 0 mozna sprawdzi¢ rownosé zdarzen

. 1 2 (r—%aQ)T-i-ozf/Iv/z
{S}S%<t}{W}<<ln<t+Soe 512 T)@iﬁ)T)}.
0

g1

Wektor (W%, W%) przy mierze P ma rozklad o gestosci

22 —2pzy+y?

2T (1—p2)

1
w1 2 (s = 57— € )

z czego wynika wzér na dystrybuante zmiennej Z:

B o0 b(t,y) 1 a2 —2pzy4y?
FZ(t):/ / 270" dady
—o00 J —00

w17

/00 L2 [oty) 1 _ (z—py)?
= e 2T —————— e 270 dxdy
—0o0 /;oo 27TT\/ 1-— p2

b(t,y)—py

_/00 ! e_%/m ! e_édzd
—oo V21T o V2T 4

[T g (MEy) ey
_/_oo\/ﬁ @( T(l_p2)>dy. (5.30)

Rézniczkujac (5.30) otrzymujemy wzdr na gestosé:

~ o1 e [ bt y) —py 1
fz(t) :/ e 2 . ! dy
oo V2T T(1—p?) ) ou(t+ Sge =272 /T(1 — p?)

/°° 1 _ 2@ =p?)+p%) —2pb(t )y b (+.)

2T(1-p2) dy.

e
0o 21T\/1 — p201(t + Sge(’"_%"%)p“””)
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Twierdzenie 5.10 Cena kontraktu (5.25) wynosi
1

o0 o0
e—v‘T/ t/
1,2
K —00 20T\/1 — p20 (t + 536(7 2172)T+172y)
2@ —p2)+p2) —20b(t, ) y+b2 (L)

.6 2T(1*[72) dydt

- <1 e (0K y) —py
—KeTTl—/ e [ AP gy )
( —o VAT < Jia-m» )"

gdzie b(t,y) dane jest wzorem (5.29).

p(H) =

Dowdd: Uwzgledniajac (5.27) i (5.28) otrzymujemy

p(H) = B (77 (S}~ S 151 2011 ) — Ke T P(S} — 53 > K)

=T /Oo tfz(t)dt — e "TK(1 — Fz(K))
K

o o0 1
efrT/ t/
K —o0 27rngl(t 4 Sgef%ogTJrng)

_ ¥ -p?)+p%) —20b(t, ) y+b2(t,)
.e 2T (1-p2) dydt

(g [T L g (2 — ey
e <1 [ q>< T(1p2)>dy>.
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