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Od autora

Podrecznik ten jest nowym opracowaniem ksiazek wydanej w latach 2000
i 2005. Powstal na bazie wykladéw i ¢wiczen prowadzonych przez autora w
Wyzszej Szkole Menedzerskiej w latach na studiach dziennych, wieczorowych
i zaocznych. W poréwnaniu z poprzednimi wersjami nastapily pewne zmia-
ny, spowodowane przede wszystkim zmianami tresci programowych przedmio-
tu matematyka na kierunku zarzadzanie. M. in. doszed}l rozdzial po$wiecony
réwnaniom rézniczkowym i réznicowym, a usuniety zostal rozdzial poswieco-
ny matematyce finansowej. Ten ostatni material ten razem z wieloma nowymi
zagadnieniami zostal umieszczony w osobnym podreczniku autora ,,Elemen-
ty matematyki finansowej z wybranymi metodami informatycznymi”, Oficyna
Wydawnicza WSM, 2005, nowa wersja w postaci e-booku ......

Oprécz podstawowego materialu wymaganego na egzaminach zawiera tema-
ty, przyktady i pojecia wykraczajace poza aktualny program. Oczywiste jest,
ze program moze sie zmienia¢ i te tematy moga by¢ studentom w przysziosci
potrzebne. Poza tym podrecznik powinien wykraczaé poza podstawowe wyma-
gania, pewne pojecia nieco doktadniej wyjasnia¢, nie unikajac i trudniejszych
przyktadéw. Autor gleboko wierzy, ze w kazdej grupie znajda sie studenci,
ktorzy beda mieli potrzebe lepszego zrozumienia przerabianego materialu i
aspirujacy do wyzszych ocen, oraz studenci, ktérzy w przysztosci bedg zmu-
szeni stosowaé w wigkszym stopniu matematyke w swoich dalszych studiach
czy pracy zawodowej. Takie trudniejsze fragmenty podrecznika oznaczone sa
* choé¢ nalezy zdaé sobie sprawe, ze trudno$é jest pojeciem wzglednym.

Pojecia i definicje, ktérych przyswojenie jest niezbedne do studiowania in-
nych fragmentéw podrecznika sa wyrdznione ttustym drukiem. Pozostale sa
wyrdznione kursywqg w celu lepszego zrozumienia danego fragmentu.

Wszystkie pojecia i metody sa ilustrowane przyktadami i zadaniami.

Zadania sktadaja sie przewaznie z kilku punktéw. Zwykle jeden - dwa z
nich majg przyktadowe rozwiazania, aby czytelnikowi byto latwiej rozwigzaé
pozostale i zredagowaé rozwigzanie.

Koniec rozwigzania przykladu badz zadania oznaczony jest symbolem [J.



Czytelnikom, ktorzy chcieliby znalezé zadania i zagadnienia podobne do
zamieszczonych w podreczniku mozna poleci¢ nastepujace pozycje: J. Klopo-
towski, W. Marcinkowska-Lewandowska, M. Nykowska, I. Nykowski Matema-
tyka dla studiow ekonomicznych zaocznych i wieczorowych, Oficyna Wydaw-
nicza SGH, 1999; T. Bazanska, M. Nykowska, Zbior zadarn z matematyki dla
studentow wyzszych uczelni ekonomicznych, Kwantum, 1997; H. Klepacz, E.
Porazinska, Wprowadzenie do zastosowan matematyki w ekonomii, przykiady
i zadania, Wydawnictwo Uniwersytetu f.6dzkiego, 1996.

Natomiast tym czytelnikom, ktérzy chca poglebi¢ swoja wiedze z zastoso-
wan matematyki w ekonomii polecamy monografie: A. C. Chiang, Podstawy
ekonomii matematycznej, PWE, 1994.

Jan Rusinek, lipiec 2011



Rozdziat 1.

Elementy rachunku zdan
i algebry zbioréw

1.1. Zdania

Przez «, [ bedziemy oznaczaé zdania. Kazdemu zdaniu mozemy przy-
porzadkowaé¢ warto$é logiczng 1, gdy jest prawdziwe oraz wartosé lo-

giczng 0, gdy jest fatszywe. Oznaczmy wartos¢ logiczna zdania o przez
L(w).

PrzZYKEAD 1.1. Jesli « jest zdaniem ,mucha jest owadem”, a 3 zdaniem 242 =
5", to L(a) =1, L(B) =0. O

Ze zdan mozemy tworzy¢ zdania ztozone przy pomocy nastepujacych
znakow, zwanych operacjami logicznymi:

o czytamy nieprawda, ze « zaprzeczenie
aAfp e a1 f koniunkcja
aV s e a lub B alternatywa

a=f o jesli a, to 8 implikacja
as o a wtedy 1 tylko wtedy gdy 6 rownowaznosé

Dla implikacji w jezyku polskim stosuje sie tez inne sformutowania:
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wezeli a, to 37
w2 o wynika (57
S, wiee 37
spontewaz o, 37
W0, gdyz o
W3, bo ”

W03, bowiem o”

oraz nieco archaiczne

~ pocigga (37

Roéwniez koniunkcje mozemy wyraza¢ w rézny sposob. Mozemy spéj-
nik .77 zastgpi¢ spojnikiem ,o0ra?’. Role koniunkcji pelni tez zapisanie
zdan zakonczonych kropkami obok siebie. Oczywiste jest, ze tg samg in-
formacje przekazuja sformutowania:

Jest zimno i pada deszcz.
Jest zimno oraz pada deszcz.
Jest zimno. Pada deszcz.

W tabelkach widzimy wartosci logiczne zdan ztozonych w zaleznosci
od wartosci logicznych zdan a i (.

[oz ﬁ‘[a/\ﬁ aVi|la=0 oz<:>ﬂ‘
o d] 0]0] 0 0 1 1
110 0l1] o 1 1 0
0 1 110l o 1 0 0
111 1 1 1 1

PRzZYKEAD 1.2. Niech « oznacza zdanie ,Warszawa jest stolicg Polski”, a § zdanie
V2 > 37, Skonstruuj zdania o/, ', a A B, aV B, a = 3, B = «, a < (i ustal ich
wartosé logiczna.
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Rozwigzanie.
o’: nieprawda, ze Warszawa jest stolicqg Polski,
B V2 <3,
a A B: Warszawa jest stolicg Polski i /2 > 3,
aV B: Warszawa jest stolicg Polski lub /2 > 3,
a = f3: Jesli Warszawa jest stolicg Polski, to /2 > 3,
B = a: Jesli V2 > 3, to Warszawa jest stolicg Polski,
a < fB: Warszawa jest stolicg Polski wtedy i tylko wtedy, gdy /2 > 3.

Oczywiscie L(a) = 1, L(B) = 0. Wykorzystujac tabelki otrzymujemy:
L(a") =0,

Jesli ktos powie zdanie: Jestem wysoki ¢ gruby, to zastandowmy sie kie-
dy ,zlapiemy go na klamstwie”. Ot6z wtedy, gdy okaze sie, ze nie jest
on albo wysoki albo gruby. Jesli wiec jako o oznaczymy zdanie jestem
wysoki, a jako zdanie (3, jestem gruby, to intuicja podpowiada nam na-

stepujaca regute:
(1.1) (anNB) & ad V.

Podobne rozumowanie doprowadzi i do drugiej reguty:

(1.2) (aV B & d AJ.

Powyzsze reguty nosza nazwe praw de Morgana. Oczywiscie moz-
na je byto formalnie wyprowadzi¢ wykorzystujac podane tabelki.

A oto jak wygladajg inne zaprzeczenia zdan ztozonych:

(1.3) () & a;

(1.4) (a=p)<anp.
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Warto podaé jeszcze jedna bardzo wazng regute:

(1.5) (a=p0)< (0 =d).

Jest to tak zwana zasada argumentacji nie wprost. Polega ona na
nastepujacym toku wnioskowania:

Chcemy wykazac jakas teze (5. Przyjmujemy za « calg dotychczasowa
wiedze. Przypuszczamy, ze zdanie [ jest falszywe, czyli, ze (3 jest praw-
dziwe. Nastepnie pokazujemy, ze z (3’ wynika sprzeczno$é, to znaczy jakis
falsz w dotychczasowej wiedzy. Ale na mocy prawa de Morgana wynika
stad, ze « jest falszywe. PokazaliSmy wiec 3’ = o/, co z zasady argumen-
tacji nie wprost jest rownowazne temu, ze z catej dotychczasowej wiedzy
wynika [3.

Reguty logiczne, czyli zdania zawsze prawdziwe nazywa sie tez tau-
tologiami. Na przyktad tautologiami sa zdania (1.1) — (1.5).

1.2. Kwantyfikatory

Popatrzmy na ponizsze zdanie:
Dla kazdej liczby dodatniej a istnieje liczba ujemna b taka, Ze b* = a.

W zdaniu tym wystepuja dwa zwroty niezwykle czesto uzywane przy
okazji réznych zdan w matematyce (i nie tylko w matematyce): dla kaz-
dego (elementu jakiegos zbioru) i istnieje (element jakiegos zbioru).
Zwroty te sa tak wazne, ze wprowadza sie dla nich specjalne oznacze-
nia zwane kwantyfikatorami. Maja one postac:

/\ czytamy  dla kazdego x ze zbioru A,
€A

\/ czytamy istnieje x ze zbioru A.
€A

Stosuje sie rOwniez inne oznaczenia kwantyfikatoréw, a mianowicie V
— zamiast A oraz 4 — zamiast V.

PRzYKEAD 1.3. Zapiszemy przy pomocy kwantyfikatoréw zdanie ,Wszyscy stu-
denci z grupy D1 zdali egzamin z matematyki”.
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Oznaczmy przez a(x) zdanie ,x zdal egzamin z matematyki”. Wowczas nasze
zdanie zapiszemy tak:
/\ alz). O

zeD1

Kwantyfikatory pozwalaja zapisywac zdania w sposéb skrétowy. Po-
magaja tez tworzy¢ szybko zaprzeczenia bardziej skomplikowanych zdan.

Zaprzeczenia zdan z uzyciem kwantyfikatoréw wygladaja bowiem na-
stepujaco:

(1.6 (Aaw)@Vmwx

€A TEA

(1.7 (va@)@Ammx

TEA €A

Powyzsze rownowaznosci tez noszg nazwe praw de Morgana.

PRZYKLAD 1.4. Zapiszmy przy pomocy kwantyfikatoréw zdanie (nieprawdziwe!):
Kazda liczba rzeczywista ma pierwiastek.

A Vo=

zelR yeR

A oto uzyskane natychmiast jego zaprzeczenie:

\/ /\yQ#x.D

zelR y€eR

Jako ciekawostke podajmy, ze jest to tez duze udogodnienie przy pi-
saniu takich tekstow, jak powyzszy, przy pomocy komputera. Otéz nie
trzeba przepisywaé jeszcze raz zdania bedacego zaprzeczeniem; kopiuje-
my tylko zdanie wyjéciowe a nastepnie zamieniamy kwantyfikatory na
przeciwne i znak réwnosci na znak nieréwnosci.

ZADANIA

1.1. Niech a bedzie zdaniem 3 -4 = 11, za$ [ zdaniem 17 < +/262. Ustali¢ wartosc
logiczna zdan: a) o’ AB; b)aVvd; ¢) F = a; d) o & 4.
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1.2. Sprawdzi¢ czy ponizsze zdania sa tautologiami:

a) (¢ = a) = q; b) (a=p)ed Ve

c) (AB)=p5 d) (AB) <G Va

1.3. Napisaé przy pomocy kwantyfikatoréw stwierdzenia:
a) kazda liczba rzeczywista dodatnia ma pierwiastek drugiego stopnia;
b) kazda liczba rzeczywista dodatnia ma pierwiastek dowolnego stopnia;
¢) kazde réwnanie liniowe ma rozwigzanie;

d) nie kazde réwnanie kwadratowe ma rozwigzanie.

Rozwigzanie.

a) /\ \/x:y2.

>0 y€R
b) /\ /\ \/ z=y". O
z>0 nelN yelR
1.4. Napisza¢ zaprzeczenie nastepujacych zdan:
a) (2?2 25)A(z<3=2%<7);
b) (z<y+3)= (2 <y®Va>y);
¢) (=aVaz=>bA(z<a®=z>0b?).

VoV AkEsa+m,

n€elN melN kelN

O NV Ve="Em

z€lR nelN melN

HnvV A VeE<y)vE=y)

x>1 y<x meN

2

1.3. Zbiory

Pojecie zbioru pojawito sie w matematyce stosunkowo p6zno — po
roku 1850. Nie bedziemy tu zajmowac sie teorig matematyczna zwiazana
ze zbiorami (tzw. teoria mnogosci”), podamy tylko najprostsze operacje
na zbiorach i przede wszystkim poznamy sposoby okreslania zbioréw.

Sposoby okreslania zbioréw:
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1. Wypisanie elementéw zbioru w nawiasach klamrowych: np. {1,2,5}
oznacza zbiér ztozony z trzech liczb 1, 2 i 5. Taki sposob stosujemy nie
tylko w przypadku zbioréw skonczonych, ale czesto i dla zbioréw nie-
skonczonych. Na przyklad zapis {1,3,5,...} oznacza zbiér ztozony ze
wszystkich liczb nieparzystych.

2. Jednoznaczne stwierdzenie, jakim sposobem z pewnego wiekszego
zbioru wyrdznia sie jego niektore elementy. Ma to postac:

B={recA:a)}.

Oznacza to, ze do zbioru B nalezg te elementy x ze zbioru A, dla ktérych
prawdziwe jest zdanie a(x).

PRZYKEAD 1.5. Zbiér {x € IR : > 0} oznacza zbiér liczb dodatnich, a zbiér

{n eIN: \/ n= 3m} oznacza zbior liczb naturalnych podzielnych przez 3. O
meN

3. Niektore wazne zbiory majg swoje tradycyjne oznaczenia — jakby
smiona wtasne”, np. IR — zbior liczb rzeczywistych, IN — zbior liczb
naturalnych, @ — zbiér liczb wymiernych, IR? — plaszczyzna, () — zbiér
pusty, [a;b] lub (a;b) — przedzial z koficami o lewym konicu a i prawym
b, (a;b) — analogiczny przedzial bez konicow.

Podstawowe dziatania na zbiorach to suma mnogos$ciowa (znak U),
iloczyn mnogosciowy (znak N) i réznica mnogo$ciowa (znak \ lub
_)'

Niech A, B i C' oznaczaja zbiory.

Zbior A U B sklada sie z tych elementow, ktore nalezg do zbioru A
lub do zbioru B.

PRZYKEAD 1.6. Niech A = {1,2,3,4}, B = {2,5}. Wéwczas AUB = {1,2,3,4,5}. O
Zbior A N B sktada sie z tych elementow, ktore nalezg do zbioru A i
do zbioru B.

PRZYKEAD 1.7. Niech A = (—1;4], B = (2;8). Wtedy AN B = (2;4]. O

Zbiér A\ B sktada sie z tych elementéw, ktére naleza do zbioru A i
nie nalezg do zbioru B.
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Rysunek 1.1. Suma zbioréw AU B

Rysunek 1.2. Iloczyn zbioréw: AN B

PrzykeaD 1.8. Niech A = (—2;5), B = [0;6]. Wéwczas A\ B = (—2;0), za$
B\ A=156]. O

Rysunek 1.3. Réznica zbioréow: A\ B
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Wazne sa nastepujace wzory:

(1.8) C\(AUB) = (C\A)N(C\B),

(1.9) C\(ANB)=(C\A)U(C\B).

Wzory powyzsze sg odpowiednikiem praw de Morgana w rachunku
zdan.

ZADANIA
1.5. Niech A = {1,3,9,11}, B = {ne]N: \ n=3k}.

kelN
Obliczyé AN B, A\ B.

Rozwigzanie.
Zbior B jest to zbiér liczb naturalnych podzielnych przez 3. Zatem cze$¢ wspdlna
zbioréw A i B jest réwna {3,9}, natomiast A\ B = {1,11}. O

1.6. Niech A = {1,2,5,8}, B={n € IN: n? < 4n}.
Obliczyé AU B, ANB, A\ B.

1.7. Niech A ={2,5}, B ={2,3,4},C = {1, 2}. Wyznaczy¢ zbiory:
a) AUBUC; b) AU (B\C);
c) An(B\ (AnQ)); d) BU(ANCQO).

1.8. Niech A = {z e R: 2?> < 5},B = {n e IN: \/ n= 2m}. Wyznaczy¢ zbidr
meN
ANB.

1.9. Obliczy¢ z ilu elementéw sktada sie zbior:
a) {neIN:n? <7}

b) {zeR:2%-1=3};

¢) {neIN:2n%—-5n+2=0}

1.10. Niech A = {V/2,2,3}, B = zbiér liczb wymiernych, C' = [1;2).
Wyznaczyé zbiory: ANB, ANBNC, (BUC)N A.

1.4. Iloczyn kartezjanski
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Niech A i B bedg dowolnymi zbiorami. Iloczynem kartezjanskim zbio-
réw A i B nazywamy zbiér oznaczany A x B zlozony z par (a,b), gdzie
a€ Abe B.

PrzZYKEAD 1.9. Niech A = {1,2}, B = {3,4}. Wtedy
Ax B={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}. O

Jesli A ma n elementow, a B ma k elementéow, to A x B ma nk
elementow.

Najczedciej uzywanym iloczynem kartezjanskim jest IR x IR, ktory
utozsamiamy z plaszczyzna dwuwymiarows oznaczang IR?. Zatem jesli
A'i B sy podzbiorami IR, to A x B mozemy traktowa¢ jako podzbiér IR?.

Sytuacje te ilustruje rysunek 1.4. Na osi Oz zaznaczony jest zbior A
bedacy przedziatem [2; 6], a na osi Oy zbiér B bedacy przedziatem [3;5].
Wowezas zbidr A x B jest prostokatem o wierzchotkach (2, 3), (2,5), (6, 3)
i (6,5).

A

Rysunek 1.4.

ZADANIA
1.11. Zaznaczy¢ na plaszczyznie iloczyn kartezjanski zbiorow:
a) A={1,2,3},B=10;1];
b) A={nelN:1<n<4},B={3,4,5}.
1.12. Zaznaczy¢ na plaszczyznie nastepujace iloczyny kartezjanskie:

a) [1;2] x [1;3], b) (=2;2) x (—=2;2),
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c) [0;1] x {0,1}, d) R x (0;1),
e) [0;00) x [0;00), f) {1,2} x I\

1.13. Jakie z ponizej wymienionych zbioréw mozna przedstawié¢ jako iloczyn karte-
zjanski A x B, gdzie A i B sa podzbiorami prostej IR? Znalezé zbiory A i B.

a) punkt (o, 9o),
b) prosta o réwnaniu y = 4,
¢) prosta o réwnaniu y = z,

d) kwadrat o wierzchotkach w punktach (1,1), (1,-1),(-1,1),(-1,-1).

1.5. Zbiér liczb rzeczywistych

Zbior liczb rzeczywistych bedzie grat kluczowa role w dalszych roz-
dziatach. Ma on nie tylko wtasnosci zbioru, ale posiada liczne inne wta-
snosci. Jego elementy, czyli liczby, mozemy dodawa¢, odejmowac¢, mno-
zy¢, dzieli¢. Mozemy je takze poréwnywac, wyznaczaé odlegtosé miedzy
nimi, ich warto$¢ bezwzgledna itp. W zwiazku z tym w zbiorze tym moz-
na tworzy¢ rézne wzory przybierajace forme réwnosci lub nieréwnosci.

Przypomnijmy kilka waznych wzoréw. Zacznijmy od prostej, ale nie-
zwykle waznej nieréwno$ci zwanej nieréwnosciq trojkgta. Niech a, b € R.
(1.10) la + 0] < |a| + [b].

Bedziemy te nieréwnos¢ wielokrotnie stosowac.

Niech n € IN. Definiujemy n! (czytamy n silnia) jako 1-2-...-n (przyj-
mujemy dodatkowo 0! = 1). Liczba n! ma sens kombinatoryczny. Oznacza
bowiem na ile sposobow mozemy uszeregowac zbior n-elementowy. Innym

waznym symbolem jest symbol Newtona (Z) (n > k). Liczba ta jest
n!
k- (n— k)

sposobdow ze zbioru n-elementowego mozemy wybraé zbiér k-elementowy.

rowna I ta liczba ma sens praktyczny. Mowi nam ona na ile

Niech a,b € R i b € IN. Dwumianem Newtona nazywamy wzor

1 L ) L e
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+( " >b+<n>b
n—1 n

Do zapisywania sumy sktadajacej si¢ z wielu sktadnikéow czesto wy-
godnie jest postugiwaé sie znakiem Y. Na przyktad zapis

oznacza suime
124224324+ 402

Generalnie zapis
n
> a
i=p
oznacza sume liczb a,, api1, apyo,. .., An_1, Q.
Przy uzyciu znaku )~ dwumian Newtona wyglada nastepujaco:

(a+b)" = zn: <n> a’bt" "

i=1 \!
Przypomnijmy jeszcze nastepujace wzory znane ze szkoty:
a’® —b* = (a+b)(a—b),
a® 4+ b® = (a+b)(a* — ab + b?).

ZADANIA

1.14. Sprawdzi¢ dwumian Newtona dla n = 2 i n = 3; zobaczy¢ w ten sposéb, ze jest
on uogdblnieniem znanych ze szkoty wzoréw skréconego mnozenia.

s ot (0) « ()« () -+ (1) + ()

1.16. Niech a,b > 0. Pokazaé¢, ze ich érednia arytmetyczna jest nie mniejsza od
geometryczne;j.

1.17. Zapisaé przy pomocy znaku ) nastepujace sumy:
a) s+t +i++
b) o (o= 1)+ (@—2)+ o+ (o —n);
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¢) 14345+ - +111;

d) o+ +a23+-- 2!

e) x+ 323+ 525 + 72"+ + (2n + 1)z
1.18. Obliczy¢:






Rozdzial 2.
Funkcje

2.1. Pojecie funkcji

Niech A1 B beda zbiorami. Funkcjg ze zbioru A w zbior B nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru A doktadnie jednego ele-
mentu zbioru B. Jesli f oznacza funkcje, to zapisujemy to w nastepujacy
sposob:

f:A— B

lub
A>zx— f(r) € B;

x nazywamy argumentem funkcji, f(z) wartodcig funkcji f w punkcie
x.

Dziedzing lub zbiorem argumentéw funkcji nazywamy zbior, na
ktorym funkcja jest okredlona, czyli zbiér A z definicji funkcji. Bedziemy
oznacza¢ dziedzing funkcji f przez Dy.

Czesto najpierw podaje sie posta¢ funkcji przy pomocy pewnego wzo-

ru f(x), a dopiero potem pyta si¢ o jej dziedzine. Oznacza to, ze mamy
wyznaczy¢ wszystkie x-y, dla ktérych wzor ma sens. Np. jesli napiszemy

flz)=+vzr—1

i pytamy sie o dziedzine tej funkcji, to znaczy pytamy sie, kiedy wyrazenie
v — 1 ma sens. Ma ono sens gdy = > 1, a zatem dziedzing tej funkcji
bedzie pétprosta [1;00).
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Zbior wszystkich y ze zbioru B, dla ktorych istnieje z w dziedzinie
funkcji, taki ze f(z) = y nazywamy przeciwdziedzing funkcji lub zbiorem
wartodci funkeji f 1 oznaczamy f(A).

PrzykeAD 2.1. Kazdemu czlowiekowi przyporzadkowujemy jego ple¢. Wtedy
zbiér A jest zbiorem zlozonym ze wszystkich ludzi a zbiér wartos$ci zbiorem dwuele-
mentowym {kobieta, mezczyzna}. O

PRzZYKEAD 2.2. Punkt materialny porusza si¢ w przestrzeni. W kazdej chwili ma
np. predkosé wektorowa (lub skalarna). Wtedy czas przebiega zbiér liczb dodatnich
(dziedzina), a przeciwdziedzina jest zawarta w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich

dla predkosci skalarnej oraz w zbiorze wektoréw dla predkosci wektorowej. [J
Jak okresla sie funkcje? Najczesciej spotykane sposoby sa nastepujace:

1. Okresla sie zbior A i podaje sie wzor przyporzadkowujacy elemen-
tom ze zbioru A wartosci f,
np. f: (0;1) = R; f(x) =1/x.

2. Jedli dziedzina funkcji jest zbiorem skonczonym, to funkcje bardzo

czesto okredla sie przy pomocy tabelki. Na przykitad ponizsza tabelka
okresla zalezno$¢ pomiedzy wielkoscig produkceji i kosztami.

Wielko$¢ produkeji (w tonach) x 1123|4516
Koszt produkcji (w tys. zlotych) | K(x) || 10 | 19 | 28 | 36 | 44 | 52

Dziedzing funkeji jest zbiér {1,2,3,4,5,6}, a zbiorem wartosci zbiér
{10, 19, 28, 36, 44, 52}
3. Funkcja moze by¢ okreslona za pomoca kilku wzorow, ktore sa

rozne dla réznych podzbioréw zbioru A, np.:

:c‘cosi dla = #0

f(‘”):{o dla = =0.

ZADANIA
2.1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji:
a) f(x)=+x (z—1);
b) f@) = va-VE—T;



2.2. Wykres funkcji 27

1
c T) = —.
VI =
2.2. Wyznaczy¢ dziedzing i zbidr wartosci funkeji:
a) f(z) =va?—4

b) @)= (+7)

2.2. Wykres funkcji

Wykresem funkcji f: A — B nazywamy zbior {(z, f(z)) : z € A}.
Widzimy wiec, ze wykres funkcji jest podzbiorem iloczynu kartezjanskie-
go Ax B. Jesli AC Ri B C IR, to wykres funkcji bedzie si¢ zawieral w
zbiorze IR x IR, czyli na plaszczyznie dwuwymiarowej. Mozemy wiec go
przedstawi¢ graficznie.

PRzYKEAD 2.3. Niech A = {1,2,3} iniech f: A — IR bedzie funkcja zdefiniowana
nastepujaco:

)

A

3L

e . °

1F °
L+ ¢ ¢ 1 T

Rysunek 2.1.

Rozwigzanie widzimy na rysunku 2.1. Dziedzina funkcji jest zaznaczona na osi Oz.

Zbiér wartosci sktadajacy sie z dwoch punktéw jest zbiorem {1, 2} i jest zaznaczony na
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osi Oy. Wykres funkcji to zbiér trzyelementowy skladajacy sie z punktéw plaszczyzny
(1,2), (2,1)1(3,2). O

Czesto, aby wykres byl przydatny i obejmowal najwazniejsze frag-
menty funkcji nalezy go przeskalowaé. Oznacza to, ze niekoniecznie jed-
nej jednostce dtugosci na wykresie odpowiada jedna jednostka argumentu
badz jedna jednostka wartosci.

Na rysunku 2.2. mamy wykres funkcji f(x) = x2. Nie jest on przeska-
lowany — jedna jednostka x-6w jest taka sama, jak jedna jednostka y-ow
i réwna 1 cm.

—1L

Rysunek 2.2.

Jednak przy takim wyborze jednostek, na rysunku tej wielkosci zmie-
sci sie tylko wykres dla x z niewielkiego przedziatu. Jesli chcieliby$my
widzie¢ ten wykres na przyktad w przedziale (—6;6), to musielibySmy
przeskalowaé¢ wykres przyjmujac, ze dtugo$¢ jednej jednostki na osi Oz
odpowiada duzo wiekszej liczbie jednostek na osi Oy. Widzimy to na
rysunku 2.3.

Na rysunku tym mamy wykres tej samej funkcji. Obecnie dtugosé
jednej jednostki na osi Ox odpowiada dziesieciu jednostkom na osi Oy.

Rozwazmy teraz funkcje
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Rysunek 2.3.

okreslona na przedziale [1;10]. Jesli narysujemy jej wykres bez przeska-
lowania, to otrzymamy rysunek 2.4.

Y

Rysunek 2.4.

Wykres funkcji na tym rysunku jest zblizony do linii prostej i niezbyt
doktadnie mozna okresla¢ wartosci na jego podstawie. Jesli przeskalujemy
wykres przyjmujac, ze jeden centymetr na osi Oy bedzie odpowiadat 0.1
jednostki — otrzymamy obraz duzo dokladniejszy (rysunek 2.5.).

Jesli chcieliby$my otrzymac¢ wykres tej samej funkcji w przedziale
duzo wiekszym, na przyktad [1;100], to powinnidmy przeskalowaé¢ i o$
Oz. Na rysunku 2.6. mamy wykres tej samej funkcji, przy czym 1 cm na
osi Oz odpowiada 10 jednostkom, a 1 ¢cm na osi Oy - 0.1 jednostki.

Niech A C IR i niech f: A — IR bedzie dowolng funkcja, a z¢ i yo
beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
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Rysunek 2.5.

Rysunek 2.6.

Rozpatrzmy funkcje g zdefiniowang nastepujaco:

g(w) = f(z + o) + o
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Wowczas dziedzing funkeji g jest zbior A—xg = {z € R : 4z € A},
a wykres funkcji g otrzymujemy poprzez przesuniecie wykresu funkcji f
o wektor (—zg, yo)-

A teraz rozpatrzmy funkcje hy zdefiniowana nastepujaco: hy(z) =
—f(z). Wykres funkcji hy jest odbiciem symetrycznym wykresu funkeji
f wzgledem osi Ox. Analogicznie wykres funkeji he(z) = f(—x) jest
odbiciem symetrycznym wykresu funkcji f wzgledem osi Oy.

Rozpatrzmy funkcje h(x) = | f(x)|. Wykres funkeji h otrzymamy od-
bijajac czedci wykresu lezace ponizej osi Ox symetrycznie wzgledem tej
osi.

PRZYKLAD 2.4. Naszkicowaé wykres funkcji f(z) = |z — 1| — |22 + 1].

Rozwigzanie.

Funkcja f jest liniowa w przedziatach:
(003 =5, [=5:1] i [1500).
Wystarczy wiec policzy¢ wartoéci funkcji w punktach —%7 1 i na przyktad —2 i 2,
a nastepnie otrzymane w ten sposéb punkty wykresu potaczy¢ odcinkami. Mamy
f(—%) = %,f(l) = 3,f(-2) = 0,f(2) = —4. Wykres wyglada wiec nastepujaco
(rysunek 2.7.):

Rysunek 2.7. Wykres funkcji y = |z — 1| = [2z + 1| O

PRZYKEAD 2.5. Naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) = |22 — 2 — 1|.

Rozwigzanie.
Najpierw naszkicujmy wykres funkcji g(z) = |2z| — = — 1. Funkcja jest liniowa na
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odcinkach (—o0;0] i [0;00). Wystarczy wiec obliczyé wartosci w trzech punktach: 0
i na przyktad —1 1 1. Mamy ¢(0) = —1,g(—1) = 2,¢9(1) = 0. Laczac otrzymane w
ten sposéb punkty wykresu odpowiednio pétprostymi i odcinkami uzyskujemy wykres
funkcji g.

Wykres funkcji |\2x| —x— 1’ otrzymamy odbijajac symetrycznie cze$¢ wykresu
funkcji g bedaca ponizej osi Ox wzgledem tej osi. A zatem ostatecznie wykres funkcji

f wyglada tak jak na rysunku 2.8.
Y

N

Rysunek 2.8. Wykres funkeji y = [|2z] — 2 — 1| O

ZADANIA

2.3. Naszkicowaé wykres funkcji:

a) f(z)=lz—3;

b) f(z) =z +3[ -2

) fla) =lz+1] -]z —2f;
d) f(z) = ||z|+ |

2.3. Zlozenie funkcji
Niech f: A — B, g: B — C. Zlozeniem funkcji f i g nazywamy
funkcje oznaczang g o f okreslong nastepujaco:

Punktowi x € A przyporzedkowujemy punkt g(f(x)) eC.

Funkcje, ktéra ,dziala w pierwszej kolejnosci” (w powyzszej sytu-
acji jest to funkcja f) nazywamy funkcja wewnetrzng, a funkcje, ktora
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wdziala potem” (w naszej sytuacji jest to funkcja ¢g) nazywamy funkcja
zewnetrzng.

Dziedzina funkcji g o f bedzie zbiér takich x z dziedziny funkcji f, ze
f(z) nalezy do dziedziny funkcji g.

PRZYKLAD 2.6. Niech f(z) =22 + 1, g(x) = 2z. Wéwezas
(go f)(z) = g(a® +1) = 2(2* + 1) = 22 + 2.
Natomiast

(fog)(x) = flg(z)) = f22) = (22)* + 1 =42®> + 1. O

Czesto mamy do czynienia z sytuacja odwrotng. Mamy pewna funkcje
h(z) ,bardziej skomplikowana” i staramy sie ja przedstawié¢ jako ztozenie
funkcji prostszych.

PRZYKEAD 2.7. Funkcje h(x) = 23*+2 mozna przedstawi¢ jako h = g o f - ztozenie
funkeji wewnetrznej f(z) = 3z + 2 i zewnetrznej g(y) = 2¢Y. O

ZADANIA
2.4. Pokazaé, ze (fog)oh = fo(goh).
2.5. Niech f(z) = 2% + x, g(x) = 2% + 1. Obliczyé¢ fog i go f.
2.6. Niech f: R — IR, f(x) =22%+42+3, g:[400) — R, g(z) =z — 4.
a) Sprawdzi¢ czy liczba 5 nalezy do dziedziny funkcji g o f. Jedli tak, to obliczyé
(g0 f)(5).
b) Sprawdzié czy liczba 13 nalezy do dziedziny funkcji f o g. Jesli tak, to obliczyé
(fog)(13).
Rozwigzanie.

a) Mamy D(f) = IR; D(g) = [4;00). Stad

x€D(gof)exzeD(f)i flz) € D(g).
Zatem
f(5) =173 € [4;00).

A wigc liczba 5 nalezy do dziedziny funkcji g o f. Mamy

(g0 £)(5) =g(f(5)) = g(73) = vV69. O

2.7. Niech f(z) = 2% — 3z +4; g(z) = 2? —z; h(z) = 2 + 2.
Wyznaczyé fog, hof, hohog.
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Rozwigzanie.
(fog)(x)=f(z?—2)=(2® —2)? = 3(2® —x) + 4 = 2% — 223 — 22% + 32 + 4,

(ho f)(x) =h(x? -3z +4) = (2?2 —3x+4) +2 =22 — 32 + 6,

(hohog)(z)=h(h(z? —z)) =h(z® —2+2) =2 -z +4. O

2.8. Niech f:{1,2,3} — IN; f(1) = 1, f(2) = 1,f(3) = 5;9: N — IN;g(n) = n%
Wyznaczy¢ dziedzine funkcji go f i fog.

2.9. Przedstawi¢ funkcje h(x) dana wzorem:
a) h(r) = Va2 +2;

b) h(x) = (v +1)%

¢) h(z)=3(x—1)* —2(z - 1);

jako zlozenie funkcji wewnetrznej f i zewnetrznej g.

2.4. Funkcje ré6znowartosciowe i funkcja
odwrotna

Funkcje f: A — B nazywamy réznowartosciows, jesli

x#y= f(zr) # f(y).

Jesli funkcja f jest réznowartosciowa, to dla kazdego y ze zbioru war-
tosci funkcji f istnieje tylko jeden x € A, taki ze f(z) = y. To przypo-
rzadkowanie kazdemu y jednego z-a oznaczamy z = f~'(y), a funkcje
/! nazywamy funkcja odwrotna do (albo wzgledem) funkcji f.

PrzYKLAD 2.8. Wykazaé, ze funkcja f(x) = okreslona na przedziale

ﬂ@
=~

(4;00) jest réznowartosciowa. Wyznaczyé zbiér wartodci tej funkeji i funkcje f~1.

Rozwigzanie.
Przypu$émy, ze f(x1) = f(x2) dla x1, 29 > 4. Oznacza to, ze \/x1 — 4 = /x5 — 4,
a wiecix; —4 = xo — 4 czyli 1 = x3. Funkcja jest zatem réznowartosciowa.

Dalej mamy ciag réwnowaznych zdan:
x € (4;00)

x —4 € (0;00)
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Vo —4 € (0;00)
6

€ (0;00).

— € (0:00)
Zatem zbiér wartosci funkeji f jest réwny (0; 00). Niech y = \/fj. Wtedy y? = %

36 + 4y
ir= # Zatem f~1(y) = ?’6‘2’%3’2. O
Y

Takie pokazywanie bezposrednio z definicji, ze funkcja jest roznowar-
tosciowa jest niewygodne. Zwykle mozna to zrobi¢ proscie;j.

X
PRZYKEAD 2.9. Pokazaé, ze funkcja f(z) = jest réznowartosciowa w swojej

dziedzinie. Wyznaczy¢ jej zbiér wartosci i podaé wzér na funkcje odwrotng.

Rozwigzanie.

Oczywiscie Dy = IR \ {—1}. Rozwiazujemy réwnanie
Tz —2
r+1

y=f(z)=

Mamy y(x+1) = . —2, czyli (y — 1) = —y — 2. Ma ono rozwiazanie dla y # 1. Zatem
zbiorem wartodci funkeji jest zbiér R\ {1}. Jesli y € IR\ {1}, to = jest jednoznacznie

. Zatem

wyznaczone wzorem r =

Sposéb postepowania jest wiec nastepujacy: rozwigzujemy réwnanie
f(z) = y traktujac = jako niewiadoma. Zbiér wartosci funkcji jest to
zbior tych y-6w, dla ktérych rownanie ma rozwigzanie. Funkcja jest réz-
nowartosciowa, jesli dla kazdego y ze zbioru wartosci istnieje doktadnie
jedno rozwiazanie i wzor na to rozwigzanie jest jednoczesnie wzorem na
funkcje odwrotna.

Zastanowmy sie, jak wyglada wykres funkcji odwrotnej. Otdz jesli
jakis punkt (a,b) nalezy do wykresu funkcji f, to f(a) = b. Zatem
f~4b) = a. Do wykresu funkcji odwrotnej nalezy wiec punkt (b,a).
Wspbélrzedne zamieniajg sie miejscami. Czyli o§ Oz przechodzi na oS
Oy i na odwrét. Zatem wykres funkcji odwrotnej otrzymujemy odbijajac
wykres funkcji f symetrycznie wzgledem prostej y = x. Na rysunku 2.9.
widzimy wykres funkeji f(z) = %2 (okreslonej na zbiorze [0; 00)) i wykres
funkeji odwrotnej f~'(z) = v/2x jako symetryczne odbicie wykresu f.
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y
st f@) =%
7L
6L
5t
4L
3t f @) = V2
2L
1F
1 L L L L L L L, X
1 2 3 4 5 6 7 8
Rysunek 2.9.
ZADANIA
2.10. Wykazaé, ze funkcja f: (8;00) — IR; f(z) = Wf’fs jest réznowartosciowa.

Podaé¢ wzér na funkcje f~1.

2.11. Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do funkcji:
a) frR—-R, f(r)=Va3+1;

b) f:(0;00) = R, f(x)= a5

2.12. Sprawdzi¢, czy funkcje dane ponizszym wzorem sg réznowartoéciowe. Jesli tak,
to wyznaczy¢ funkcje odwrotne (pamietaj o wyznaczeniu dziedziny):

a) f(z) =5z 6,

b) f(z) = %5,

c) f(x)= e (wskazéwka: rozpatrz przypadki z > 01z < 0),

d) fz) = 5.

*2.13. Zbadaé czy funkcja f(x) = —=2= jest réznowartosciowa. Jesli jest, to wyzna-

Va4l
czy¢ funkcje odwrotna.
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2.5. Funkcje rosnace, malejgce, parzyste,
nieparzyste

Zajmowac sie bedziemy teraz wytacznie funkcjami okreslonymi na
zbiorach liczb rzeczywistych i o wartosciach rzeczywistych.

Niech A C IR. Méwimy, ze funkcja f: A — IR jest rosnaca, jesli

>y = f(z)> fy).

Analogicznie powiemy, ze funkcja f jest malejgca, jesli
x>y = flr) < fy)

Funkcje f: IR — IR nazywamy parzysta, jesli

i nieparzysta jesli

Przyktadami funkcji parzystych sa funkcje 22, x*

x, 3.

, a nieparzystych

PRzYKEAD 2.10. Sprawdzi¢ czy funkcja f dana wzorem

r+1

T =

jest rosnaca, malejaca, parzysta, nieparzysta.

Rozwigzanie.

Liczymy f(=1) = 0, f(0) = 1, f(2) = 3/5, czyli w przedziale [—1;0] wartos¢
funkcji wzrosta, a w przedziale [0; 1] warto$é funkeji zmalala. Nie jest ona zatem ani
rosnaca ani malejaca.

Poniewaz f(1) = 1, to funkcja nie jest tez ani parzysta (bo f(1) # f(—1)), ani
nieparzysta (bo f(1) # —f(-1)). O

ZADANIA

2.14. Sprawdzi¢ czy ponizsze funkcje sa rosnace, malejace, parzyste, nieparzyste:

a) f(a)=a"—a% b) flz) =2’ +=;
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c) f(x):zjij:; d) f(z)=sinz + cosz;
e) f(z)=e*+ % f) f(z) =sinz — 2.

2.15. Pokazaé, ze jedli f jest rosnaca (malejaca) i réznowartosciowa, to i f=1 jest
rosnaca (malejaca).

2.6. Funkcje elementarne

Omoéwimy najwazniejsze funkcje wystepujace w zastosowaniach.

Podstawowymi funkcjami elementarnymi sg:
funkcja liniowa f(z) = ax + b,
funkcja potegowa f(z) = x%, gdzie a € IR,
funkcja wykladnicza f(z) = a®, gdzie a > 0,
funkcja sinus f(z) = sinz.

Majac do dyspozycji operacje dodawania, odejmowania, mnozenia,
dzielenia, ztozenia i funkcje odwrotna, otrzymujemy z powyzszych wszyst-
kie funkcje elementarne. Oméwmy niektore z nich.

Funkcja liniowa. Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Funkcja
liniowa jest rosngca gdy a > 0 i malejaca gdy a < 0. Gdy a # 0 funkcja
liniowa ma jedno miejsce zerowe w punkcie © = —b/a.

Funkcja liniowa opisuje wiele zjawisk.

PRrRzYKEAD 2.11. Jedziemy na targ kupi¢ x kilograméw jablek po a zlotych za
kilogram. Koszt przejazdu wynosi b zlotych. Wéwezas funkcja K (x) opisujaca koszty
zakupu w zalezno$ci od = ma postaé funkcji liniowej

K(z)=ax+b. O
Funkcja kwadratowg nazywamy funkcje postaci
f(z) =az® +bx +c.

Wprowadzamy liczbe A zwana wyrdznikiem funkcji kwadratowej

A= b — 4dac.
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Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej wyglada nastepujaco:

b A
T o da
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Ma ona wierzchotek w
punkcie o wspétrzednych (—— ——).

Funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe gdy A > 0, jedno miejsce
zerowe gdy A = 0 i nie ma miejsc zerowych gdy A < 0.

PRZYKELAD 2.12. Mamy zbudowaé zbiornik z blachy w ksztalcie szescianu o kra-
wedzi x metréw. Koszt 1 m? blachy wynosi 90 zlotych, a koszt spawania 1 metra
biezacego jest réwny 11 zlotych. Wyznaczymy koszt budowy takiego zbiornika.

Zbiornik sklada sie z pieciu kwadratowych $cian (dno i cztery $ciany boczne),
kazda o powierzchni 22 m?. Zatem koszt materialu wynosi 5-22-90 zlotych. Tych pieé
Scian trzeba zespawaé wzdluz 8 krawedzi (cztery na dnie i cztery pionowe) dlugosci
x m kazda. A wiec koszt spawania wyniesie 8 - x - 11 zlotych. Koszt catkowity K (z)
jest funkcja kwadratowa

K(x) = 45022 + 88z. O

Wielomianem nazywamy funkcje utworzong z funkcji liniowych przy
uzyciu operacji dodawania i mnozenia. Wielomian ma postaé

W(x) = apt"™ + ap_12™ ' 4 - + a1 + ay,

przy czym zaktadamy, ze a, # 0. Liczbe n nazywamy stopniem wie-
lomianu. Dziedzina wielomianu jest zawsze zbiér IR. Wielomian stopnia
nieparzystego ma zawsze miejsce zerowe (uzasadnienie poznamy pé6zniej).

PRrRzYKEAD 2.13. Z prostokatnego kawalka blachy o krawedziach 70 cm i 90 cm
budujemy pudetko w ksztalcie prostopadloscianu w nastepujacy sposéb: na czterech
rogach wycinamy kwadraty o krawedzi x, nastepnie zaginamy i lutujemy blache. Podaj
wzér na objeto$é powstalego w ten sposéb pudetka, w zaleznosci od x. (rysunek 2.10.)
Rozwigzanie.

Podstawa pudelka jest prostokatem o wymiarach (70 —2z) x (90 — 2x), a wysoko$é
jest réwna x. Zatem objetosé V(x) wyraza sie¢ wzorem

V(z) = (70 — 22)(90 — 2x)z,
co po przeksztalceniach daje

V(x) = 423 — 3202% + 6300z.
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90

70

Rysunek 2.10.

Jest to wielomian trzeciego stopnia. [J

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianow, czyli funk-
. Wi(z)
c

)€ V(z)
jest zbior {x € IR : V(x) # 0}.

, gdzie W 1V sg wielomianami. Dziedzing funkcji wymiernej

PRZYKEAD 2.14. Z blachy mamy wykona¢ puszke w ksztalcie walca o danej obje-
tosci 3 litry. Budujemy ja w ten sposdb, ze wycinamy dwa kota na gorne i dolne denko
oraz prostokat na sciane boczna i wszystko spawamy. Koszt 1 dm? blachy wynosi 1.5
zl, a koszt spawania 1 dm biezacego 0.3 zl. Podaj koszt wykonania puszki w zaleznosci
od promienia dna.

Rozwigzanie.
Oznaczmy promien dna przez x, a wysokosé puszki przez y. Z warunkéw zadania
wynika, ze
maly = 3.

Stad

Pole prostokata potrzebnego na $ciane boczna wynosi

3 6
2y =2mr—5 = —,
T x

a pola obu denek 2wx?. Zatem koszt zuzytej blachy wyniesie

6
1.5- (277:52 + ) .
X
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Zespawaé musimy najpierw sciane boczna (aby otrzymaé ,rurke”) wzdluz wyso-

kosci réwnej —, a potem przyspawac te rurke do obu denek wzdluz brzegéw denek,

czyli na diugosci 2 - 2wz. A wiec koszt spawania wyniesie

0.3 <32 +47rx> .
T

Ostatecznie otrzymamy funkcje kosztéw K (z) w postaci funkcji wymiernej:

_ 3r2zt + 1.270%23 + 97z + 0.9
o T2 '

K(x) O

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(z) = z*. Dziedzina
funkcji ¢ zalezy od a. Np. gdy a jest liczbg catkowita dodatnig dziedzing
jest IR, gdy liczba calkowita ujemna dziedzina jest IR\ {0}, gdy liczba
niewymierng dziedzinag jest zbiér {z € IR : = > 0}.

PrzYKEAD 2.15. Budujemy zbiornik z blachy w ksztalcie prostopadlo$cianu o
wysokosci dwa razy wiekszej niz krawedZ podstawy. Koszt 1 m? blachy wynosi 100
zlotych. Podaj funkcje kosztéw jako funkcje zalezna od objetosci zbiornika.

Rozwigzanie.
Oznaczmy objetosé zbiornika przez V, a krawedZ podstawy przez a. Wowczas
wysoko$é wynosi 2a, a objetosé 2a®. Wyliczajac a otrzymujemy

WV
V2
Tlo$é blachy zuzytej do zbudowania zbiornika to dno o powierzchni a? i cztery $ciany
boczne kazda o powierzchni 2a2. Zatem razem potrzeba blachy

5 2
vV

a’ +8a® = 94> =9 = | -
V2

Ostateczne otrzymujemy wzér na K (V) w postaci iloczynu funkcji statej i funkeji

potegowej

Vi O

Funkcja wyktladnicza jest to funkcja postaci f(z) = a*, gdzie a > 0
i a # 1. Dziedzing funkcji wyktadniczej jest IR. Funkcja wyktadnicza
jest rosngca gdy a > 1 i malejaca gdy a < 1. Szczegdlnie wazng role
w matematyce (i nie tylko) gra funkcja wykltadnicza e, gdzie liczba e
rowna si¢ w przyblizeniu 2.7182.
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/ I I I I L, X

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
1L

Rysunek 2.11. Wykres funkcji y = e*

Funkcja wyktadnicza opisuje wiele zjawisk. W szczegdlnosci zjawiska
majace charakter ,Jlawinowy”.

PRZYKLAD 2.16. Snieg spadajacy w gérach w postaci lawiny zachowuje sie w
nastepujacy sposéb: w ciagu jednej sekundy kazdy kilogram spadajacego $niegu po-
traca jeden nowy kilogram powodujac tez jego spadanie. Pokazemy jak przedstawia
sig funkcja wyrazajaca ilos¢ spadajacego sniegu w zaleznosci od czasu.

Przypusémy, ze nieostrozny turysta spowodowat spadek jednego kilograma $niegu.
Wéwezas po sekundzie spada kilogram potracony przez turyste oraz dodatkowy kilo-
gram potracony przez spadajacy Snieg. Zatem po sekundzie spadaja dwa kilogramy.
Po uplywie dwéch sekund spadajace dwa kilogramy potracaja nowe dwa kilogramy -
razem wiec spadaja cztery kilogramy, czyli 22 kilograméw. Po trzech sekundach czte-
ry spadajace kilogramy potracaja nowe cztery kilogramy - spada wiec razem 8 = 23
kilograméw. Przypuécmy, Ze po czasie t spada 2! kilograméw. Po uptywie kolejnej
sekundy, czyli po czasie t + 1 spadajace 2! kilograméw potraca nowe 2¢ kilograméw,
razem wiec spada 2 - 28 = 2!+! kilograméw. Widzimy, ze zjawisko to jest opisywane
funkcja wyktadnicza

gdzie t jest czasem w sekundach, a S(t) iloscia spadajacego $niegu w kilogramach. O

Funkcje odwrotng do funkeji wyktadniczej a* nazywamy funkcjg lo-
garytmiczng f(z) = log,z, gdzie a > 01 a # 1. Dziedzina funkcji
logarytmicznej jest zbior liczb dodatnich. Funkcje odwrotna do funkcji
e’ nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy In z.
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Rysunek 2.12. Wykres funkcji y = Inz

Wystarczy dobrze znaé¢ jedna funkcje wyktadnicza i jedna funkcje lo-

garytmiczna, aby moéc badaé wszystkie inne. Niech bowiem a,b > 0.

Woéwcezas ze wzoru b = a'°%«® mamy

(2.1) b = qlogaba,

Zatem funkcja wyktadnicza h(x) = b* jest zlozeniem funkcji liniowej
f(z) = log, b-x (funkcja wewnetrzna) oraz funkcji wyktadniczej g(y) = a¥
(funkcja zewnetrzna).

W szczegélnoscei gdy a = e otrzymujemy

bx — eln bz

Podobng sytuacje mamy w przypadku logarytméw. Mamy mianowicie
wzor

(2.2) log, x =

Zatem funkcja log, = jest iloczynem funkcji log, = i funkcji statej oo b
0g

C

W szczegblnosdci wstawiajac ¢ = e mamy

Inz

2. 1 = —.
( 3) 0gy lnb
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—27 2
1k

—9al

Rysunek 2.14. Wykres funkcji y = cosz

Funkcje trygonometryczne. Ty nazwa okreslamy funkcje sin(x),

cos(z) = sin(m/2 — z), tg(z) = S
cos T

1
ictger = o Funkcje te sa tzw.
x

funkcjami okresowymsi. Mianowicie okresem funkcji sin i cos jest liczba 27
(to znaczy, ze sin(x +2m) = sinz i cos(z+27) = cos x), a okresem funkc;ji
tg i ctg jest liczba 7 (to znaczy tg(z + 7) = tgx i ctg(x + m) = ctgz).
Dziedzina funkcji sin i cos jest zbior IR, a zbiorem wartosci przedziat
[—1;1]. Dziedzing funkcji tg jest zbiér R\ {n/2+knr : k =0,£1,£2,...}
a funkcji ctg zbiér R\ {k7 : k = 0,41, £2,...}. Zbiorem wartosci funkcji
tg i ctg zbior IR.

Funkcja sinus nie jest funkcja réznowartosciowa w IR. Jest natomiast
funkcja réznowartosciowa w przedziale [—m/2;7/2] i przeksztalca go w
przedziat [—1; 1]. Istnieje wiec funkcja odwrotna, oznaczana arcsin, prze-
ksztalcajaca przedzial [—1; 1] w przedzial [—7/2; 7/2]. Analogicznie funk-
cja cos jest réznowartosciowa w przedziale [0; ] i przeksztatca go w prze-
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Rysunek 2.15.

Rysunek 2.16. Wykres funkcji y =arcsinz

dzial [—1;1]. Istnieje wiec funkcja odwrotna, oznaczana arccos, prze-
ksztalcajaca przedzial [—1;1] w przedzial [0; 7]

Podobnie funkcja tg nie jest réoznowartosciowa w swojej dziedzinie,
ale jest réznowartosciowa w przedziale (otwartym!) (—m/2;7/2) i prze-
ksztalca ten przedzial w IR. Zatem funkcja odwrotna arctg przeksztatca
IR w przedzial (—m/2;7/2). Analogicznie funkcja arcctg przeksztalca IR
w przedzial (0; ).
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-7 —6 =5

Rysunek 2.17. Wykres funkcji y =arctgz

Funkcje trygonometryczne opisuja zjawiska majace charakter cyklicz-
ny, powtarzajacy sie.

Na rysunkach widzimy wykresy kilku podstawowych funkc;ji.

ZADANIA

2.16. Ktore spoérdd funkeji, majacych wykresy przedstawione powyzej sa rosnace,
malejace, parzyste, nieparzyste?

2.17. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji:
a) f(z) =In(w — 1)

b) g(z) =e€*+1;

¢) h(z) =sin(2z).

2.7. Ré6wnania réwnowagi

Przez rownowage gospodarcza rozumie si¢ ,wzajemna zgodnos¢ wiel-
kosci ekonomicznych: produkcji, popytu, cen dochodéw, itp.t.

Szczegolna rownowaga jest rownowaga rynkowa. Jest to taka sytuacja,
w ktorej wielkos¢ popytu odpowiada wielkosci podazy.

! Encyklopedia Popularna PWN, Wydawnictwo Naukowe PWN, 1993.
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Na poczatku zajmiemy sie sytuacja, w ktorej funkcje podazy i popytu
s liniowe. W modelu tym rozwazamy wielkosci:

e 1 - cena (zmienna niezalezna),

e P - podaz,

e () - popyt.

Zaktadamy, ze funkcje P(z) i Q(z) sa funkcjami liniowymi, to znaczy

P(z) =a+ bz,
Q(x) = c+dx.

7 faktu, ze P i (Q majg opisywa¢ podaz i popyt wynikaja pewne
naturalne warunki na state a, b, ¢ i d.

Im wigksza cena, tym wiecej towaru producent stara sie sprzedac.
Zatem b > 0.

Jasne jest tez, ze producent zaczyna dostarczaé¢ towar na rynek, jesli
jego cena przekroczy pewna dolng granice optacalnosci - oznaczmy ja
przez xy. Funkcja podazy w punkcie xg przyjmuje wartos¢ 0. Oznacza to,
ze 0 = a+ bxy. Stad a < 0.

Czescig sktadowa popytu jest popyt staly ¢, niezalezny od ceny. Jesli
np. mamy do czynienia z towarem niezbednym dla funkcjonowania pew-
nych odbiorcow, to kupig go oni niezaleznie od ceny. Stad stata ¢ > 0.
Wreszcie jasne jest, ze popyt bedzie malal wraz ze wzrostem ceny. Stad
d < 0.

Roéwnanie réwnowagi rynkowej przybiera postac:
a+ br = c+dx.

Rozwigzujac je otrzymamy cene rOwnowagi:

Roéwnanie zawsze ma dodatnie rozwiazanie, bo ¢ —a > 0 oraz b —d > 0.
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Teraz rozpatrzymy sytuacje, kiedy funkcja popytu nie jest liniowa, a
kwadratowa. Przybiera ona postac:

Q(z) = ¢+ da?,

gdzie podobnie jak poprzednio ¢ > 01id < 0.

Obrazuje to sytuacje, kiedy konsumenci w wiekszym stopniu uzalez-
niaja decyzje o zakupie towaréw od ceny. Rownanie réwnowagi rynkowej
ma wtedy postac:

a+br =c+ da’.

Przenoszac wszystko na lewg strone otrzymujemy nastepujace réwnanie
kwadratowe:
—d2® + bz + (a —c) = 0.

Rozwiazujac je otrzymujemy:

—b—\/b® +4d(a —¢)

I =

—2d ’
—b+ /b +4d(a —¢)
To = —od .

7, warunkow na wspotezynniki a, b, ¢ i d wynika, ze pierwszy pier-
wiastek jest ujemny, a drugi dodatni. Sens ekonomiczny ma zatem tylko
rozwigzanie x i ono daje potozenie réwnowagi.

Zarowno funkcje popytu jak i funkcje podazy moga by¢ opisywane
bardziej skomplikowanymi funkcjami niz funkcje liniowe badz kwadrato-
we. Wtedy réwnanie rownowagi prowadzi do trudnych, nie zawsze daja-
cych si¢ rozwigzac algebraicznie rownan. Mozemy jednak takie rownania
zawsze rozwiazywac z pewng doktadnoscig. Jak to mozna zrobi¢, pozna-
my w dalszej czesci podrecznika.



Rozdzial 3.
Ciagi

3.1. Pojecie ciggu

Ciggiem nazywamy funkcje okreslong na zbiorze liczb naturalnych.
Wyrazy ciagu oznaczamy zwykle przez a,, b, itd., zas sam ciag symbolem

(an), (bn) .. ..

Ciag o warto$ciach w IR (tzn. taki, ze a,, € R) nazywamy ciagiem
liczbowym. Gdy wiadomo, ze chodzi o ciag liczbowy, méwi sie po prostu:

ciag.

Ciag liczbowy nazywamy ograniczonym jesli jego zbior wartosci jest
zbiorem ograniczonym. Mozemy to zapisac¢ tak: ciagg jest ograniczony gdy

VoA | <M

MeR  neN
Ciag liczbowy nazywamy rosngcym (malejacym), jesli
Upi1 > Ay (Apg1 < ap).
Ciag liczbowy nazywamy niemalejacym (nierosngcym), jesli
Upi1 2 A (ape1 < ay).

Ciag nierosnacy lub niemalejacy nazywamy monotonicznym.
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W wypadku funkcji bedacej ciagiem mamy mozliwoséc tzw. rekuren-
cyjnego definiowania ciggu.

Robi sie to w sposob nastepujacy:

Krok 1: Podajemy wartosc pierwszego wyrazu ciggu.

Krok 2: Podajemy wzér na n + 1-szy wyraz ciggu w zaleznosci od
n-tego wyrazu ciggu.

PrRzYKEAD 3.1. Niech ay = 2 oraz a,41 = ai —3a, dlan =1,2,3,.... Wy-
ZNacz ay.

Rozwigzanie.
Mamy
a2=a§—3a1:22—3-2:—2;

az = a3 — 3ay = (—2)* =3 (-2) = 10;
as = a3 —3az =10*-3-10=70. O

Wyraz n + 1-szy moze zaleze¢ od wielu poprzednich wyrazéw ciggu.
Wtedy w kroku pierwszym trzeba poda¢ wigksza liczbe wyrazow.

PrzYkrAD 3.2. Ciag (a,) jest okreslony nastepujaco: a3 = 2, ag = 1, ag = 3 oraz

Gpt1 = Gp—2 + ap —anp—1 dlan=3,4,5,.... Wyznacz ag.

Rozwigzanie.
Mamy
ag=a1+az3—ax=2+3—1=4,

as=as+as—az3=1+4—3=2;
ag=az+as—as=3+2—-4=1. O

Waznymi przykladami ciagéw sa znane ze szkoty ciagi arytmetyczne
i geometryczne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem arytmetycznym jesli spelnia warunki:
e a; jest dowolng liczba rzeczywista,

e kazdy nastepny wyraz rézni sie od poprzedniego o ustalong liczbe r.
Daje to wzor na n-ty wyraz

a, =a;+ (n—1)r.
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Warto przytoczy¢ wzor na sume n pierwszych wyrazéw ciggu arytme-
tycznego:

(3.1) Sp=a1+as+---+a, =nay +

Ciag (a,) nazywamy ciagiem geometrycznym jesli spelia warunki:

e a; jest dowolng liczbag rzeczywista,

e kazdy nastepny wyraz powstaje z poprzedniego poprzez pomnoze-
nie przez ustalong liczbe g # 1 (jesli ¢ = 1, to ciag jest ciagiem
statym).

Daje to wzér na n-ty wyraz

a, = alq(”_l).

Wzér na sume n pierwszych wyrazow ciggu geometrycznego jest na-
stepujacy:
q" —1
g—1

(3.2) S,=a,+ay+---+a, =a

Zastosowanie tych ciagéw mozna zilustrowaé¢ ponizszymi waznymi przy-
ktadami.

Oprocentowanie proste. Sktadamy w banku kwote K. Co pewien
ustalony okres tylko kwota K podlega oprocentowaniu ze stopa procen-
towa p. p. Zatem po pierwszym okresie bedziemy dysponowaé¢ kwota
K, = K 4+ pK = K(1 + p). Po drugim okresie bedziemy mieli kwote
Ky, = Ky + pK = K(1+ 2p) i po n okresach kwote K,, = K(1 + np).
Zatem (K,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy pK.

Oprocentowanie skladane. Przy tego rodzaju oprocentowaniu na
koncu okresu odsetki obliczamy od catej kwoty jaka mieliSmy na poczatku
okresu. I tak po pierwszym okresie bedziemy mieli kwote K1 = K+pK =
K(1+p), czyli tyle samo co przy oprocentowaniu prostym. Ale po drugim
okresie bedziemy mieli kwote Ky = K; + Kip = K(1 + p)?, a po n-
tym kwote K, = K(1 + p)". Otrzymany w ten sposéb ciag jest ciagiem
geometrycznym o ilorazie 1 + p.
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ZADANIA

3.1. a) Ciag (a,) jest zdefiniowany nastepujaco: a1 = 2, apy1 = 2a, — 3 dlan =
1,2,3,.... Wyznacz as.

b) Ciag (b,) jest zdefiniowany nastepujaco: by = 3, by = 2, b,y1 = b2_; — b3.
Wyznacz as.

n
c) Ciag (cp,) jest zdefiniowany nastepujaco: ¢1 =1, ¢, = > ¢. Wyznacz cy.
k=1

3.2. Ciggi zbiezne

Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym i niech a € IR. Méwimy, ze ciag
(ay,) jest zbiezny do a wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.3) AV Ale—qa<e

e>0 ngelN n>ng

To, ze ciag (a,) jest zbiezny do a oznaczamy symbolicznie
ap, — a

lub

lim a, = a,

n—oo

a liczbe a nazywamy granicg ciagu (a,).

1
PRrRzYKEAD 3.3. Pokazaé bezposrednio z definicji, ze ciag a, = I jest zbiezny
0g3n
do 0.

Rozwigzanie.
Mamy pokazaé, ze

AV Ags<e

e>0 mng n>ngo
Ostatnia nieréwnosé jest réwnowazna nieréwnosci logsn > 1/, a ta z kolei nieréw-

nosci n > 3¢, Wystarczy wiec wziaé ng > 3¢, O

Prawdziwy jest fakt:

Kazdy cigg zbieiny jest ograniczony.
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3.3. Podstawowe wzory
Prawdziwe sg wzory:

lim (a-a,) =a-(lim a,),

nlirrolo(an +b,) = nhrgo ay + nhrgo by,
lim (a, - b,) = (nh_)ngO a) - (7}1_%10 by).

n—oo

Jesli dodatkowo zatozymy, ze b, # 0 i r}l—>r£lo b, # 0, to

a, lim a,

n—00

3.4. Ciggi rozbiezne do oo

Moéwimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny do +o0o (—o0o) jesli

/\ \/ /\an>r(an<—r).

r>0 ngelN n>ng

Jesli cigg (ay) jest rozbiezny do +o0o (—o0), to cigg b, = 1/a,, jest
zbiezny do zera.

PRrRzYKEAD 3.4. Obliczy¢ granice ciagu a, = vV2n —v/2n + 3.

Rozwigzanie.

. (V2n =20 +3)(V2n +V2n +3) -3
" V2n4+v2n + 3 V2 V2R £ 3

Poniewaz mianownik dazy do oo, to a, dazy do 0. [

ZADANIA
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3.2. Obliczy¢ granice ciagow:

n?—2-1

n .

a) an = (gmE

- (2n—3)* :
b) bn — (n+5)(5n2+4n)(1—3n)’
_ /A1,
©) = Jurs
d) d,, = ¥3il

VBn2+3"

3.5. Twierdzenie o trzech ciggach

Bardzo przydatnym narzedziem stuzacym do liczenia granic ciggdéw
jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE (0 trzech ciagach). Niech (a,), (bn), (¢n) beda ciggami
liczbowymsi spetniajgcymi zalozenia:

an < b, < cp,

lim a, = lim ¢, = a.
n—oo n—oo

Wowczas granica ciggu (by,) tez jest réwna a.
cos In

PRZYKEAD 3.5. Obliczy¢ granice ciagu a,, = .
n+7

Rozwigzanie.
Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciggach. Poniewaz —1 < cos9n < 1, to mnozac

te nieréwnosci przez T otrzymujemy
1 cu < 1
— a .
n+7 " a7
Poniewas = — 0, to i a,, dazy do 0. O
ZADANIA
3.3. Obliczy¢ granice ciagu:
a:) Ap = 7Sin\/\%nT;
b) b, = 2%;
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Rozwigzanie.
b) Stosujac dwumian Newtona otrzymujemy

oo () () () () ()25

2n 2
0 < by = .
< <n(n—1) n—1

7 twierdzenia o trzech ciagach widzimy, ze b,, dazy do 0. O

Zatem

3.6. Ciggi monotoniczne

Bardzo wazny i pozyteczny jest nastepujacy fakt:

Kazdy cigg ograniczony v monotoniczny jest zbiezny.

PrzZYKEAD 3.6. Udowodnié, ze ciag zdefiniowany nastepujaco:
a1 =3,..., apy1 = Vap +2dlan=1,2,..., jest zbiezny. Obliczy¢ jego granice.

Rozwigzanie.

Pokazemy, ze cigg jest monotoniczny i ograniczony. Widzimy, ze ay = V5 < a;.
Dalej az = vaz + 2 < Va1 + 2 = as. Powtarzajac to rozumowanie widzimy, ze a1 <
a,- Ciag jest malejacy. Jest oczywiscie ograniczony z dotu przez 0, a wiec jest zbiezny.

Oznaczmy jego granice przez a. Lewa strona rownosci
An41 = Vap +2

zbiega do a, a prawa do v/a + 2. Zatem @ musi by¢ rozwiazaniem réwnania a = v/a + 2.
Podnoszac to réwnanie do kwadratu otrzymujemy, ze a musi by¢ rozwiazaniem réw-
nania a?> = a + 2. Rozwiazujac je otrzymujemy dwa pierwiastki 2 i —1. Poniewaz
ap >0,toa >0, azatema=2. 010

ZADANIA
3.4. Sprawdzi¢ czy ponizsze ciagi sa ograniczone, rosnace, malejace.
a) an:Z—;é; b) anzlnﬁ;
C) an = 3r; d) an:‘/?.

3.5. Udowodnié, ze ciag zdefiniowany nastepujaco:
a1 =1,...,ap41 = % + 75 dlan =1,2,3,... jest zbiezny. Obliczy¢ jego graniceg.

3.6. Udowodnié, ze ciag zdefiniowany nastepujaco:
a; = %, ey Ol = % + & jest zbiezny. Obliczy¢ jego granice.
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3.7. Liczba e i1 oprocentowanie ciggle

Zajmiemy sie teraz pewnym waznym ciggiem powstajacym w sposob
naturalny przy naliczaniu tzw. oprocentowania ciggtego.  Przypu-
s¢my, ze oprocentowanie wynosi r w skali okresu i bank dzieli caly okres
na n rownych podokreséw i po kazdym z nich nalicza oprocentowanie
sktadane. Wéwezas stopa procentowa kazdego podokresu wynosi r/n i
na mocy znanego nam juz wzoru na oprocentowanie sktadane kwota po
r—tym podokresie wyniesie

Kx:K(HT)
n

(K jest kwota poczatkowa ztozona w banku). Przypu$émy, ze dzielimy
nasz okres na coraz wiecej podokreséow. Odpowiada to sytuacji, ze n dazy
do oo. Pytamy sie, do czego wowezas dazy K, (zalezne od n). Na poczatek
zatozmy, ze K =1, r =11 x = n. Mamy wowczas cigg

1 n
(1+2) .
n
Okazuje sie, ze granica tego ciggu jest liczba e, poznana juz przy
okazji wprowadzania funkcji wyktadniczej.
Wiedzac o tym mozemy teraz przyjac¢ K, r dowolne, a t niech bedzie
czasem, po ktorym chcemy sprawdzi¢ nasza kwote, mierzonym w jedno-
stce réwnej dlugosci naszego okresu, np. w latach, miesiacach itd. Wtedy

na czas t musimy ,zuzy¢’ tn podokreséw. Czyli x = tn. Podstawmy
n/r = m. Otrzymujemy woéwczas

lim K, = lim K<1+T> ~ lm K(Hl) "
n—oo n—oo n m-—o00 m

. \™ % ) 1\™ tr .
lim K[(l—i—) ] = lim K[(l—i—) } = Ke'.
m—0oo m m— 00 m

Ostatecznie otrzymujemy wiec wzor na stan konta po okresie t przy
oprocentowaniu ciggltym przy stopie procentowej 7:

(3.4) K(t) = Ke™.
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ZADANIA
3.7. Zbadaé, czy istnieje granica ponizszych ciagéw i wyznaczy¢ ja:

o) Ltmmes, b (1+3) (1-4);

T 2",
c) \/ 000000 d) o7
o) 1000000", ) Va+l-

n!

g) vVn?+n-—n; h) V/n? 4 2n — Vn?;

. 3_n? . 3_.2
1) 37;13 7??77::'58 ) J) 3nn4 :’177;'58 ;
k) cos3n; 1) (—1)nztd

w) (22)", W (52"

n n

3.8. Stosujac twierdzenie o trzech ciagach znalezé granice ciagow:
2) VITT b) YT

c) sinn-sini; d) oz






Rozdziat 4.
Funkcje ciggle

4.1. Granica funkcji w punkcie

Liczbe a nazywamy granica funkcji f w punkcie xg, jesli dla kazdego
ciagu (z,) zbieznego do xy o wyrazach réznych od x

lim f(x,) = a.

Zapisujemy to symbolicznie:

lim f(z) = a.

T—X0

sinx __
ne .

PRZYKEAD 4.1. Pokazemy, ze lir%
r—
Najpierw udowodnimy nastepujaca nieréwnosc:

(4.1) sinx <z < tgez

dla0 <z <7/2.

W tym celu weZzmy okrag o promieniu 1 i srodku O, oraz na okregu punkty A i
B, tak aby kat AOB byl mniejszy od 7/2. Oznaczmy ten kat przez = (rysunek 4.1.).
Poprowadzmy przez punkt A styczna do okregu. Punkt przecigcia tej stycznej z
prosta OB oznaczmy C. Rozpatrzmy trzy figury: tréjkat AOB, wycinek kota AOB
i trojkat AOC. Pole pierwszego jest réwne sinz/2, pole drugiego ma sie tak do pola
calego kota jak x do 2w, zatem jest réwne x/2, a pole trzeciego jest réwne tgz/2.
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B
C

Rysunek 4.1.

Poniewaz pierwsza figura zawiera sie w drugiej, a druga w trzeciej, otrzymujemy
zadana nieréwnosc.

Niech x dazy do 0.

Korzystajac z nieréwnosci 4.1 (odwracajac ja i dzielac przez =) mamy

sinx
cosr < — < 1.
T

Poniewaz lim cosx = 1, korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy

zadana granicé.ﬁoﬂ
Tego symbolu lim f () = b uzywamy tez dla granic niewtasciwych,
tzn. gdy a lub b jest rowne +oo.

Na przyklad lim - =00, lim & = 0, ale lim 1 nie istnieje, bo dla

ciagu x, dodatniego ta granica jest rowna +o0o, a dla ujemnego jest réwna
—00.

Mozna w tym wypadku méwicé o tzw. granicy jednostronnej. Miano-
wicie, liczbe (lub symbol +00) nazywamy granica prawostronng (lewo-
stronng) funkcji f w punkcie zg, jesli dla kazdego ciagu (z,) zbieznego
do zy o wyrazach wiekszych (odpowiednio mniejszych) od x,

Jiny f(2,) =
Oznaczamy to odpowiednio
lim f () =0

(L‘—>I0
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oraz

lim f(z) =b.

xﬂxa

Jesli w pewnym punkcie granica prawostronna funkcji jest rowna le-
wostronnej, to funkcja ma w tym punkcie granice.

ZADANIA
4.1. Obliczy¢:

. z—1 . - 22—5z46
a) lim 5= b) lim %575

4.2. Obliczy¢ lim (Va +1—+/z).

Rozwigzanie.
Mnozac i dzielac funkcje przez funkcje vz + 1 + /x otrzymujemy

r+1—x 1
:L’~>oo( \/>) T—00 1/x+1+\/§ T—00 1/x+1+\/§

Poniewaz mianownik ostatniego wyrazenia zbiega do oo, funkcja dazy w oo do 0.

4.3. Obliczy¢:

. /22243 . 22247

a) lim ¥=22Tr2. b) lim :

) oo 3z—1 7 ) foo (BT—5)%7
. 2_ . x
¢) lim 3z =2 d) lim Z-.
z—1+ T z—oo T

Rozwigzanie.
d). Niech [z] oznacza czesé calkowita x. Wtedy

z>z]>z—1

Oczywiscie jak x dazy do oo, to i [z] dazy do co. Skorzystamy z dwumianu Newtona.
Jedli zastosujemy dwumian Newtona do sumy 1+ 1 i n réwnego [z], to otrzymamy
n + 1 dodatnich sktadnikéw. Jest ona wieksza od trzeciego sktadnika réwnego

Zatem

9% > 9lz] — (1+ 1)[95] > W

2L NEn (1Y (122),

Stad
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Poniewaz prawa strona dazy do oo, wiec i % dazy do oo gdy x — o0. U
4.4. Pokazaé, ze dla kazdego a > 1

T
lim — = o0
r—00 I

Rozwigzanie.

Poniewaz a > 1, istnieje liczba k, ze a* > 2. Mamy zatem

Z poprzedniego zadania prawa strona dazy do oo zatem i nasza granica jest
réwnaEoco [

4.5. Udowodnié, ze dla a > 1

2
lim =0

rz—oo Q¥

(wskazéwka: zapisaé a jako v/a - v/a i skorzystaé z zadania poprzedniego).
4.6. Udowodnié, ze dla kazdegope Nia > 1

P
lim — = o
rz—oo qF

Wyniki powyzszych zadan warto zapisa¢ w postaci jednego waznego
wniosku:

lim W)

T 00 a® = 07

jesli W jest dowolnym wielomianem i a jest liczba wigksza od 1.
ZADANIA

4.7. Obliczy¢ granice:

r—00

a) lim (z%2—22)(5—4x?) .

4 —Tx+1 ’

lim /x — /x;
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1 1 . z-1,
c) lim & — o d) lim 7
1 . -2
e) lim 1oz f) Tim YZ
T—00 x—8 T

4.2. Cigglosé funkcji
Niech f: (a;b) — R. (Przypominamy, oznacza to, ze funkcja f prze-
ksztalca przedziat (a;b) w zbior liczb rzeczywistych.)

Niech z € (a; ).

Mowimy, zZe funkcja f jest ciagla w punkcie x, jesli

lim f(y) = f(z).

Yy—x

Jedli funkcja f: (a;0) — IR f jest ciagta w kazdym punkcie x € (a;b),
to méwimy po prostu, ze funkcja f jest ciagta.

PRZYKEAD 4.2. Sprawdzimy cigglo$é funkeji f(z) = x2. Niech x € IR i niech
y — x. Musimy pokazaé, ze y? — x2. Ale to wynika ze znanego nam faktu, ze granica

iloczynu jest réwna iloczynowi granic. O

Przyktad ten sugeruje, ze ze znanych nam twierdzen o ciagach moze-
my otrzymaé nastepujace fakty:

Suma (réznica) funkcji cigglych jest funkcjq ciggle;
Lloczyn funkcyi ciggtych jest funkcjq cigglq;
lloraz funkcyi cigglych jest funkcjq cigglq.

Ponadto:

Ztozenie funkcji cigglych jest funkcjg cigglq.

PRZYKEAD 4.3. Sprawdzimy, ze funkcja f: IR — IR;
f(x) = sgn(x) nie jest ciagla w punkcie x = 0. Funkcja ta przyjmuje wartosé 1 dla
x > 0, warto$¢ 0 dla x = 0 i warto$¢ —1 dla = < 0.



64 4. Funkcje ciggte

Musimy pokazaé istnienie takiego ciagu (x,), ze x, — 0 oraz f(z,) nie zbiega do

f(0)=0.
Niech z,, = 1/n. Mamy x,, — 0, ale f(x,) =1 nie zbiega do zera. O
A oto wykres naszej funkeji (rysunek 4.2.):
Yy

L Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il T

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

9l

Rysunek 4.2. Wykres funkcji y = sgn(x)

Widzimy, ze wykres funkcji nie jest linig ciagta. To spostrzezenie na-
suwa nam pewng, wprawdzie niezupetnie Scistg, ale bardzo obrazowsg cha-
rakteryzacje ciggtosci:

Funkcja jest ciggta, jesl jej wykres mozna narysowac bez odrywania
reks.

PRZYKLAD 4.4. Zbadaé ciaglosé funkcji f(x) = sinx.

Rozwigzanie.
Skorzystamy z udowodnionej juz nieréwnosci

sine <z <tgx
dla z € (0;7/2).
Niech y — x. Musimy zauwazy¢, ze siny — sinx, czyli ze
|siny — sinz| — 0.
Korzystajac ze wzoru trygonometrycznego

a+b
2

. . . a—
sina —sinb = 2 - sin

i z faktu, ze |cosz| < 1 otrzymujemy:
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- y+x
| - | cos

|siny7sinx|:2~|siny \<2~|siny_

Poniewaz y dazy do z, |y — x| jest mniejsze od 7/2. Wtedy
|sin (y — )| = sin |y — z|
i mozemy skorzysta¢ z udowodnionej nieréwnosci.

Mamy zatem

ly — =
2

|siny —sinz| < 2 -sin <|y—x|

A poniewaz y dazy do z, to |y — z| dazy do zera, zatem i | siny — sin 2| dazy do 0,

a to oznacza, ze siny dazy do sinz. [

Funkcje ciagle graja fundamentalng role. Funkcja ciagta jest to bo-
wiem taka funkcja, w ktoérej niewielkie zmiany argumentu prowadzg do
niewielkiej zmiany wartosci funkcji. Pozwala to nam w wypadku gdy
zjawisko jest opisane funkcjg cigglya, w miare ptynnie tym zjawiskiem
sterowa¢. Niewielka zmiana mocy silnika w samochodzie (np. poprzez
dodanie gazu) powoduje tylko niewielki wzrost predkosci (unikamy dzie-
ki temu wypadkéw), niewielka zmiana cen powoduje niewielka zmiane
popytu (i na odwrét), niewielka zmiana stopy procentowej w centralnym
banku powoduje niewielkg zmiane inflacji itd.

Wigkszos¢ funkeji elementarnych to funkcje ciggte w swojej dziedzinie.
Miedzy innymi ciggte sq wielomiany, funkcje wymierne, funkcje trygono-
metryczne, funkcje wykladnicze, funkcje logarytmiczne.

ZADANIA

4.8. Dla jakiego a ciagla jest funkcja

Rozwigzanie.

Funkcja jest na pewno, jako funkcja liniowa, ciagla na zbiorach (—o0;0) i [0;00).
Jedli przedtuzymy funkcje liniowa x 4 a na przedzial domkniety (—oo; 0], to aby byla
ciagla w zerze musi mieé warto$é¢ 0+a = a. Ale z drugiej strony mamy f(0) =0—2 =
—2. Stad a = —2. O

4.9. Dla jakiego a jest ciggta funkcja
z4+a x>1

o f@={ 1ty ez
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ar’+1 z>1
b o ={ 5 iz

2+1 z>a o
r+4 x<a ’

) flz)=

4.3. Cigglosé funkcji odwrotnej

Prawdziwe jest

TWIERDZENIE. Jesli funkcja f: (a;b) — IR f jest réznowartosciowa
i ciggla w kazdym punkcie x € (a;b), to funkcja f~1 istnieje; jej zbiorem
wartosci jest pewien przedzial (skoticzony lub nie) (c;d) i funkcja f=1 jest
ciggla w przedziale (c;d).

Otrzymujemy z tego twierdzenia m.in. ciaglo$¢ funkeji: /x (dla =z >
0), /z (x dowolne, jesli n nieparzyste i = dodatnie, jesli n parzyste),
arcsin, arc cos, arctg, arcctg i funkcji logarytmicznych.

PrzYKEAD 4.5. Niech z okrela cene towaru, a funkcja Q(z) opisuje popyt w
zaleznosci od ceny. Jedli @ jest funkcja ciagla, to oznacza to, ze niewielka zmiana
ceny powoduje niewielkg zmiane popytu. Ale wiemy, ze funkcja odwrotna z(Q) tez
jest ciagla. StwierdziliSmy, ze nastapila niewielka zmiana popytu Q. Wnioskujemy z

tego, ze zmiana ceny x tez byta niewielka.

4.4. Wtasnos¢ Darboux funkcji cigglej

Przytoczymy nastepujaca bardzo wazng wtasnosé funkcji ciagtych.

TWIERDZENIE. Zalézmy, ze funkcja f: [a;b] — TR jest ciggla i niech
fla) < yo < f(b) (lub f(b) < yo < f(a)). Wowczas istnieje taki punkt

€ (a;0), Ze f(c) = yo.

Ta wtasnos$é¢ funkcji ciagltych, zwana wtasnoscig Darboux, jest szcze-
gblnie przekonujaca, jesli rozpatrzymy niescista, ale obrazows charakte-
ryzacje funkeji ciaglych (funkcja jest ciagta gdy jej wykres mozna nary-
sowa¢ bez odrywania reki - rysunek 4.3.).

Wykres przechodzi przez punkty A i B i jasne jest, ze aby przejs¢ z
punktu A do B trzeba przeciaé prosta y = .
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Yy
B
f(0)
Y =Yo
L Il é Il Il Il k Il Il é Il Il Il Il L, A
a b
a
; (@
Rysunek 4.3.

PRZYKEAD 4.6. Pokazemy, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pier-
wiastek rzeczywisty.

Niech bowiem w(z) = a 2" +a,_12" "1 +- - -+a17+ag bedzie takim wielomianem
(n - liczba nieparzysta i a,, # 0).
Mamy
w(z)

w(z) = n " = (an +

Ap—1 aj aop n
+'”+x"*1 ﬁ)x

Wyrazenie w nawiasie dazy (przy = zbieznym do plus czy minus oo) do a,, a 2"
do +o0 jesli ¢ — oo i do —o0, jesli z — —oo. Zatem funkcja w(z) dazy w 400 do
400 iw —oo do —oo, jesli a, > 0 i na odwrét, jesli a,, < 0. Znajdziemy wiec takie
a, ze w(a) < 01 takie b, ze w(b) > 0. Z wlasnoséci Darboux istnieje wiec takie ¢, ze
w(c)=0. O

Wtasnos¢ Darboux pozwala nam znajdowaé¢ w dowolnym przyblizeniu
rozwigzania rownan. Przypusémy, ze chcemy znalez¢ przyblizone rozwia-
zanie rownania

2 +z+1=0.

(Wiadomo, ze nie ma i nie bedzie algebraicznego wzoru na rozwiaza-
nie réwnan piatego stopnia, w szczegdlnosci tego réwnania). Liczymy
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f(=1) = =1 < 0 oraz f(0) = 1 > 0. Na mocy wtasnoéci Darboux
wnioskujemy, Ze istnieje rozwiazanie x € (—1;0). Mamy zatem rozwiaza-
nie znalezione z doktadnoscig do 1. Nastepnie liczymy wartosé funkcji w
srodku odcinka (—1;0). Mamy f(—1/2) = —1/32 —1/2+ 1 > 0. Zatem
rozwigzanie x € (—1; —1/2). Mamy wiec je znalezione z dokladnoscia do
1/2. Ponownie bierzemy srodek odcinka i liczymy f(—3/4). Jesli wynik
bedzie dodatni, to szukane x lezy w przedziale (—1; —3/4), a jesli ujemny,
to w przedziale (—3/4; —1/2). W obu wypadkach bedziemy mieli rozwia-
zanie z dokladnoscia 1/4. Postepujac w ten sposéb dalej otrzymamy w
n-tym kroku rozwigzanie z doktadnoscig do 27".

Ponizej prezentujemy prosty program komputerowy demonstrujacy
opisany algorytm i liczacy to rozwigzanie z dowolna dokladnoscia.

uses crt;

label 5,10;

var

a,b,c,d,e:real;

f:char;

begin

writeln(’Podaj dokladnosc rozwiazania’);
readln(d) ;

a:=-1;b:=0;

5:

c:=(a+b)/2; e:=ckckckckc+c+l;

if e<0 then a:=c;

if e>0 then b:=c;

if b-a<d then goto 10;

goto 5;

10: writeln(c:4:10);
writeln(’Nacisnij dowolny klawisz’);
f:=readkey;

end.

Po wybraniu doktadnosci d = 0.00000001 otrzymalismy wynik z =
—0.7548776641. [

PRZYKEAD 4.7. Funkcja popytu na pewien towar opisana jest przez funkcje
P(x) = 4000 — 2%, gdzie = jest cena. Natomiast funkcja podazy opisana jest funkcja
1000 + z. Znajdz cene réwnowagi z dokladnoscia do 1 zlotowki.
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Rozwigzanie.
Réwnanie réwnowagi rynkowej przybiera postac

4000 — 2% = 1000 + z.

Jest ono réwnowazne rownaniu

f(z) = 3000,
gdzie f(xz) = 2% + x. Wstawiamy = = 1 i otrzymujemy

f(1) =241 < 3000.
Wstawiamy = = 12 i mamy
£(12) = 4096 + 12 > 3000.
Stad rozwiazanie lezy w przedziale (1;12). Wstawiamy z = 6 i mamy
f(6) =64 + 6 < 3000.
Rozwiazanie lezy w przedziale (6;12). Wstawiamy x = 9 i mamy
£(9) =512 + 9 < 3000.
Rozwiazanie lezy w przedziale (9;12). Wstawiamy = = 10 i liczymy
£(10) = 1024 + 10 < 3000.
Rozwiazanie lezy w przedziale (10;12). Wstawiamy = = 11 i otrzymujemy
f(11) = 2048 + 11 < 3000.

Stad rozwiazanie lezy w przedziale (11;12), a wiec mamy je znalezione z doktadnoscia
do 1.

Zatem z doktadnoécia do 1 zlotego cena rownowagi jest réwna 11 ztotym. [
ZADANIA

4.10. Czy réwnanie 2% +sinz +2 =10 ma rozwiazanie?

4.11. Czy réwnanie x +sinz + cosxz? =0 ma rozwigzanie?

4.12. Wspomagajac si¢ kalkulatorem wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania +/z + 2% =
z dokladnoscia do 1/16.

4.13. Popyt na pewien towar opisuje funkcja P(z) = 5000 — %, za$ podaz funkcja

Q(x) = 2000 + 2, gdzie z jest cena w dolarach. ZnajdZ cene réwnowagi rynkowej z
doktadnoscia do jednego dolara.






Rozdziat 5.

Rachunek r6zniczkowy funkcji

jednej zmiennej

5.1. Pojecie pochodnej
Mowimy, Ze funkcja f: (a;b) — IR jest rézniczkowalna w punkcie
xg € (a;b), jesli istnieje granica

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h ’

Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xg i oznaczamy
(o).

Jesli pochodna funkcji f istnieje w kazdym punkcie x pewnego prze-
dziatlu (a;b), to mamy na tym przedziale okreslona nowa funkcje f'(x).
Méwimy wtedy, ze f jest rézniczkowalna w (a; b).

Rézniczkowalnosé jest wtasnoscia mocniejsza niz ciagtosé. Prawdziwy
jest bowiem nastepujacy fakt:

Funkcja rozniczkowalna w punkcie xq jest ciggla w tym punkcie.

Jednak nie kazda funkcja ciggla jest rézniczkowalna.
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PrzYKrAD 5.1. Niech f(z) = |z| i niech o = 0. Wtedy

FO+h)— f(0) _|h|
h h'
Jesli b > 0, to powyzsze wyrazenie jest rowne 1, a jedli h < 0, to —1. Zatem zadana

granica nie istnieje, z czego wynika, ze funkcja nie jest rézniczkowalna w zerze. [

Definicja pochodnej mowi nam, ze dla ,matych” h

f(zo+h) — f(xo)
h

~ f'(x0).

W liczniku mamy zmiane wartos$ci funkcji, a w mianowniku zmiane
argumentu.

Pochodna opisuje zatem stosunek zmian wartosci funkcji do zmian
argumentu.

Taka interpretacje pochodnej prezentuje inne, rowniez czesto stoso-
wane oznaczenie pochodnej funkeji f. Oznacza si¢ pochodng funkcji f
symbolem

df
dx’

Licznik w powyzszym wyrazeniu oznacza symbolicznie maty przyrost
funkcyi, a mianownik maty przyrost argumentu.

Wstawiajac h = © — o mamy dla z bliskiego

f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — o).

5.2. Interpretacje pochodnej

Popatrzmy na rysunek 5.1. przedstawiajacy wykres funkeji f(z).

Licznik wystepujacy w definicji pochodnej jest réwny diugosci od-
cinka C'B, a mianownik dlugosci odcinka AC. Zatem caly utamek jest
rowny tangensowi kata nachylenia prostej AB do osi Ox. Gdy h dazy do
0, to prosta ta staje sie prosta styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(x, f(x)). Zatem mozemy sformutowaé nastepujaca interpretacje geome-
tryczna:
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flx+h)

T T +h
Rysunek 5.1.

Pochodna funkcji w punkcie x jest rowna tangensow: kqgta miedzy
osig Ox i styczng do wykresu tej funkcji w punkcie (z, f(z)).

Mozemy teraz lepiej pojaé dlaczego funkcja f(z) = |z| nie jest r6z-
niczkowalna w zerze. Jej wykres przedstawia rysunek 5.2.

= N W e Ot
T

T

L 1 1 1 1

-4 -3-2-1 1 2 3 4

Rysunek 5.2. Wykres funkcji y = |z|

Nie mozna jednoznacznie wykresli¢ stycznej do wykresu funkcji w
punkcie (0, 0).
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Pojecie pochodnej ma tez wiele interpretacji fizycznych. Jest to np.
chwilowa predkosé. Predkosé jest to bowiem stosunek przyrostu drogi do
przyrostu czasu.

Podobnie, przyspieszenie bedace stosunkiem przyrostu predkosci do
przyrostu czasu jest pochodna predkosci.

Zastanowmy sie w jakich jednostkach mierzymy pochodng. Jesli argu-
ment funkcji mierzymy w jednostkach a, wartosci funkcji w jednostkach
b, to funkcja pochodnej jest mierzona w jednostkach 3.

I tak, jesli czas (argument) mierzymy w godzinach, droge w kilome-
trach to pochodna drogi wzgledem czasu, czyli predkos¢ musi by¢ mie-
rzona w g%{)%’ a jesli okreslimy droge w metrach, a czas w sekundach,

to pochodna drogi wzgledem czasu bedzie mierzona w —2--. Widzimy
wiec, ze wartoéé liczbowa pochodnej opisujacej jakies zjawisko bedzie za-
lezata od wyboru jednostek, w jakich mierzymy zaréwno argument jak i
wartosci funkcji.

Jedna z wielu ekonomicznych interpretacji pochodnej jest pojecie
wielko$ci krancowych. Niech np. K (x) bedzie funkcja kosztéw zalezna od
wielkosci produkcji z. Wowcezas

K (x) — K(xo)

r — Ig

dazy do K'(xq) jesli z — xo.
To znaczy, ze dla x bliskich xy mamy

(5.1) K(z) — K(x¢) ~ K'(x)(x — x0).

Jesli w szczegblnosci © — xy = 1 (przyjmujemy, ze jednostka, w ktorej
mierzymy produkgcje jest mata w stosunku do catej produkeji), to

(5.2) K(zo+1) — K(z0) = K'(xy).

Oznacza to, ze przyrost kosztow spowodowany zwigkszeniem produk-
¢ji o jednostke produktu jest réwny w przyblizeniu warto$ci pochodnej
K'(z). Funkcje taka nazywamy funkcja kosztéw krancowych. Jesli be-
dziemy mierzy¢ np. wielkos¢ produkeji w tonach, a koszt w ztotéwkach,
to jednostka kosztéw krancowych bedzie zloty/tone.
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Analogicznie wprowadza sie zysk krancowy, podaz krancowa, popyt
krancowy itp.

Mozemy to sformutowaé nastepujaco:

Pochodna opisuje przyblizong zmiane wartosci funkcji przy wzroscie
argumentu o jedngq jednostke.

PRrzYKEAD 5.2. Niech K (t) oznacza majatek narodowy w chwili ¢. Inwestycjami
oznaczanymi przez I(t) nazywamy przyrost majatku narodowego w danej jednostce
czasu (zwykle w ciagu jednego roku). Zatem mamy zaleznosé

K'(t)=1(t). O

W ekonomii wazna role gra tez pojecie elastycznosci funkcji. Ela-
stycznos¢ funkeji oznaczana F f wyraza si¢ wzorem

Bfe) = 0t

Aby zrozumie¢, co wyraza elastycznos¢ rozwazmy procentowe przyro-
sty argumentu i funkcji jesli argument zmienit si¢ od  do z+h. Wowczas:

Procentowy przyrost argumentu jest réwny %;

Procentowy przyrost wartosci funkcji jest réowny W

Zatem

Procentowy przyrost wartosci

Procentowy przyrost argumentu

flath)—flx) h_ flet+h)—flz) =
/() T h fx)

Zaktadamy, ze przyrost argumentu jest niewielki - zatem

f(:(]—i—h)—f(l’) ~ £
I S pw).
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Ostatecznie mamy:

Procentowy przyrost wartosci

Procentowy przyrost argumentu -

Otrzymujemy zatem wniosek:

Elastycznosé funkcji okresla stosunek procentowej zmiany wartosci
funkcjgi do procentowej zmiany arqumentu.

W szezegdlnosci, jesli zalozymy, ze argument zmienit sie o 1%, to
otrzymamy:

Elastycznosé funkcji jest miarg procentowe) zmiany wartosci funkcji
przy przyroscie argumentu o 1%.

Dodatkowq zaleta rozwazania elastyczno$ci zamiast pochodnej, jest
to, ze jej wartos¢ nie zalezy od wyboru jednostek, w ktérych mierzymy
argument i wartosci funkeji.

5.3. Podstawowe wzory

/

¢ =0 (c- funkcja stata),
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(9o f)(@) =g (f@) f(x)
(pochodna funkcji ztozonej réwna sie iloczynowi pochodnej funkcji
zewnetrznej i pochodnej funkcji wewnetrznes).

(F) ) = s gdzie f(z) = y.
@)

Wypiszmy pochodne najwazniejszych funkcji elementarnych.

(z%) = oz, (tgz) = —,
(ex), _ ex’ COS 31
(a*) =Ina-a”, (ctga)’ = Csin?g’
(sinz)" = cosz, (Inz) = 1’
(cosz) = —sinx, o ]
(log, @)’ = Ina -z

ZADANIA

5.1. Obliczy¢ pochodne funkcji f(z) danej wzorem:

a) zsinz ,b) sina?,

¢) arcsinz, d) arccosz,

e) arctgwz, f) (Inx)3,

g (sima)’, b VI,

i) Vx+1, j) cos(sin (2?)),

k) (sin(22))3, ) In(sinx),

m) z%, n) o

Rozwigzanie.

j) Podstawiamy z(z) = sin (2?) i y(z) = 22. Mamy (cos (sin (z2)))’ = (cosz)’ -
2 (x) = (cosz) - 2'(y) -y = —sinz-cosy - 2z = —sin (sin (2?)) - cos (z?) - 22.

m) Podstawmy x = ¢™?. Mamy (2%) = (e#?) = e"®? . (Ing . z) = ™2 .
(lz+Inz)=€e""". (1+Inz) =2°(1 +Inaz).

5.2. Obliczy¢ elastycznos$¢ funkcji f(x) danej wzorem:
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a) e, b) 2%,
c) 0.17, d) 5z + 3,
e) ze®, f) 2%+ 5z — 1.

5.4. *T'wierdzenie Rolle’a i Lagrange’a

TWIERDZENIE ROLLE’A. Zakiadamy, Ze funkcja f jest rozniczkowal-
na w przedziale [a;b], przy czym f(a) = f(b). Wobwczas istnieje taki
punkt ¢ € (a;b), ze

fi(e)=0.

TWIERDZENIE (WZOR) LAGRANGE’A. Zaldzmy, ze funkcja f jest
rézniczkowalna w przedziale [a; b]. Wtedy istnieje taki punkt ¢ € (a;b), Ze:

f(b) = f(a) + f(c)(b - a).

Wzor Lagrange’a pozwala liczy¢ w przyblizeniu wartodci funkcji w
punkcie z, gdy zna sie wartos$¢ funkcji w punkcie z(, oraz pochodna
funkcji w punkcie xg.

Ponizszy wniosek jest jednym z najwazniejszych faktéw w matema-
tyce!

WNIOSEK. Jedli f/(x) = 0 na pewnym odcinku (a;b), to funkcja f
jest na tym odcinku stata.

Uzasadnimy to. Wezmy dowolne dwa punkty z i y z odcinka (a;b) i
zastosujmy do nich wzoér Lagrange’a. Mamy

fy) = flx)+ f(e)y — ),

gdzie ¢ jest pewnym punktem z przedziatu (x;y). Ale na mocy zatozenia
f'(c) = 0 dla kazdego ¢, skad f(y) = f(x), czyli funkcja jest stata. [

PRZYKEAD 5.3. Niech A bedzie ustalong liczba. Zalézmy, ze funkcja f jest roz-
niczkowalna i spetnia warunek

f'=Af.
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Pokazemy, ze f(x) = ce’®, gdzie c jest pewna stala.

Rozpatrzmy funkcje g(x) = J; (i . Poniewaz i licznik i mianownik sa rézniczkowalne

oraz mianownik jest rozny od 0, funkcja g jest rézniczkowalna. Korzystajac ze wzoru
na pochodng ilorazu, mamy:

_ @) e () f(@)  Mf(@) e — f() - Nt

g(z)= (eX)2 - (eXr)2 =0.

Z poprzedniego wniosku zatem g(z) jest funkcja stala, czyli % =c,

a wiee f(z) = ce’. O

5.5. Model Domara

Model ten zostal zaproponowany przez Evseya Domara w 1946 roku?.
Przedstawimy jego gléwne zatozenia (w nieco zmodyfikowanej postaci) i
rozwigzemy matematyczny problem, do ktérego ten model prowadzi.

Wystepujace w modelu wielko$ci:

® 1 - czas,

e y - strumien dochoddéw, ktéry mozemy utozsamiaé¢ z popytem,

I - strumien inwestycji,

e s - krancowa sktonnos¢ do oszczedzania,

w - zdolnosci produkcyjne,

K - kapital (majatek narodowy).

Zatozenia modelu sa nastepujace:

1. Wazrost stopy inwestycji powoduje wzrost stopy popytu w proporcji
%. Oznacza to, ze jesli strumien inwestycji wzrést w czasie od t dot+h o
wielkosé I(t + h) — I(t), to w tym samym czasie popyt (strumiert docho-
dow) wzrést o wielkosé L(I(t 4 h) — I(t)). Nalezy to tak interpretowac,

2E. Domar, Szkice z teorii wzrostu gospodarczego, PWN 1962, str. 124-141.
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ze im wieksza sktonno$é¢ do oszczedzania s, tym mniej zyskéw przezna-
czanych jest na konsumpcje, a wigcej jest lokowanych w oszczednosciach.
Postulat ten daje réwnanie (po podzieleniu przez h):

y(t+h) —y(t) 1 I(t+h)—I(t)
h s h '

Obliczajac granice obu stron powyzszej rownosci przy h dazacym do 0
otrzymujemy réwnanie

1

(5.3) y(t) = I'().

2. Stosunek zdolnosci produkcyjnych i kapitatu jest staty:

w = p = constans
czyli
w(t) = pK(t).

Roézniczkujac te réwnos¢ otrzymujemy drugie wazne réwnanie modelu

(5.4) w'(t) = pK'(t).

Ale przyrost majatku narodowego w czasie od t do t + h jest réwny
strumieniowi inwestycji, czyli

K(t+h)— K(t) = I(t)h.

Dzielac obie strony przez h i przechodzac z h do zera otrzymujemy

3. Stan rownowagi jest rozumiany jako sytuacja, w ktorej mozliwosci
produkcyjne sg maksymalnie wykorzystane, czyli

y(t) = w(?).
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Rézniczkujac to rownanie otrzymujemy

y'(t) = w'(t).

Wstawiajac do tego réwnania réwnania 5.3 i 5.4 ostatecznie otrzymuje-
my:

(5.5) I'(t) = spl(t).

Podstawmy sp = A\. Mamy wtedy réwnanie

Z przyktadu 5.2 wiemy, ze I musi by¢ funkcja postaci
I(t) = ceM.

Wstawiajac ¢ = 0 otrzymujemy
co ostatecznie daje

Otrzymalidémy zatem nastepujacy rezultat ekonomiczny:

Dla utrzymania réownowagi pomiedzy mozliwosciami produkcyinymsi, a
popytem, stopa inwestycji musi mie¢ wzrost wyktadniczy o podstawie e*”.

Zastanowimy si¢ teraz, co si¢ bedzie dziato, jesli strumien inwestycji
bedzie mial wzrost wyktadniczy, ale o innej podstawie, np. e”, gdzie r jest
pewna ustalong liczbg dodatnia r6zng od sp. Wtedy warunek rownowa-
gi nie musi by¢ speliony - prawdziwe sa tylko réwnania (5.3) i (5.4).
Wstawiamy I(t) = I(0)e"™ do tych réwnan. Otrzymujemy

y(t) = iI(O)re”

oraz
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Dzielagc stronami mamy

Co wynika z ostatniej rownosci? Jesli r > sp, to popyt rosnie szybciej
niz mozliwosci produkcyjne i bedziemy mieli do czynienia z niedoborem
produkceji. Natomiast jesli r < sp, to popyt rosnie wolniej niz mozliwosci
produkcyjne i nastgpi nadprodukcja.

Wynik ten wydaje sie na pierwszy rzut oka paradoksalny. Oznacza
bowiem, ze jesli inwestycje rosng szybciej niz w sposob potrzebny dla
stanu réwnowagi (r > sp), to mozliwosci produkcyjne beda za male; i na
odwrot — jesli inwestycje rosng wolniej niz w sposob potrzebny dla stanu
rownowagi, to nastapi nadprodukcja.

Rozwiazanie powyzsze pokazuje, ze decyzje oparte na intuicji, bez
Scistego rozwigzania problemu moga by¢ niewtasciwe. Jesli bowiem za-
tozymy, ze przedsiebiorstwa bedg mialy mozliwos¢ wyboru stopy r, to
nalezy oczekiwac, ze przy niedoborze mozliwosci produkcyjnych przed-
siebiorstwa zdecyduja si¢ zwickszy¢ wielkos¢ r, czyli mozliwosci produk-
cyjne. Ale z naszych rozwazan wynika, ze spowoduje to jeszcze wiekszy
niedobér mozliwoéci produkeyjnych!

Model Domara nie jest jedynym modelem opisujacym rzeczywistosc¢
ekonomiczng i istnieja ,ulepszone” wersje takiego modelu, w ktorych in-
tuicja w wiekszym stopniu zgadza si¢ z matematycznym rozwigzaniem.

5.6. Monotonicznos¢ 1 ekstrema

Ponizszy fakt ma fundamentalne znaczenie w wielu zastosowaniach.

TWIERDZENIE. Jesli funkcja jest rozniczkowalna w przedziale (a;b)
i jej pochodna w tym przedziale jest dodatnia (odpowiednio wjemna), to
funkcja jest w tym przedziale rosngca (odpowiednio malejgca).

PRzZYKEAD 5.4. Rozwazmy nastepujacy model wykorzystujacy ten fakt. W mo-
delu tym mamy wielko$ci:

e x - wielko$é¢ produkcji,
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e y = f(x) - cena produktu, czyli przecietny dochdd,

e R(x) - utarg (inaczej zwany przychodem calkowitym).

Utarg jest réwny
R(z) =z f(x).

Stad otrzymujemy utarg krancowy
R'(z) = f(z) + 2f'(2).
Zapiszmy to w postaci

R(z) = f(z) = 2f'(2).

Jesli cena jest stala, to f/(z) = 0, a wiec cena jest ré6wna krancowemu utargowi.

Jesli cena rosnie, to f'(z) > 0, zatem zf'(z) > 0 (bowiem wielko$é produkcji x
musi byé dodatnia) i wéwezas R (z)— f(z) > 0, a wiec utarg kraficowy (czyli przychdd
pochodzacy od jednej jednostki towaru) jest wiekszy od ceny.

Jedli natomiast cena spada, to f'(x) < 0, a wiec i zf’(z) < 0 - wéwczas utarg

krancowy jest mniejszy od ceny. [J
Wprowadzimy teraz definicje.

Méwimy, ze funkcja f osigga w punkcie ¢ maksimum (minimum),
jesli w pewnym otoczeniu punktu ¢ przyjmuje poza punktem ¢ wartosci
mniejsze (odpowiednio wieksze).

Minima i maksima nazywamy wspélnym okresleniem — ekstrema.

Nastepne twierdzenie pozwala szukaé¢ ekstreméw funkceji rézniczko-
walnych.

TWIERDZENIE. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna i ma w punkcie ¢
ekstremum, to f'(c) = 0.

Sytuacje ta ilustruje rysunek 5.3. W punkcie z; jest maksimum, a
w punkcie o minimum. W punktach wykresu (:L‘l, f(.:z:l)) i (I’g, f(x2)>
styczne do wykresu sg poziome, co oznacza, ze kat pomiedzy nimi i osig
Oz jest réwny 0. A zatem tangens tego kata tez jest réwny zeru. Ale,
jak pamietamy, tangens kata pomiedzy osig Ox i styczna jest to wlasnie
warto$¢ pochodnej.

Punkty, w ktorych pochodna sie zeruje bedziemy nazywac¢ punktama
stacjonarnymi, albo inaczej punktami podejrzanymi o ekstremum. Pod-
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L1 Z2

Rysunek 5.3.

kreslmy stowo podejrzanymi, bowiem zerowanie si¢ pochodnej w punkcie
T nie gwarantuje jeszcze, ze w punkcie xg jest ekstremum.

PRZYKEAD 5.5. Niech f(z) = 2® — 622 4 122 — 7. Obliczamy pochodna funkcji f.
f(x) =322 — 120 + 12 = 3(z — 2)2.
Przyréownujemy pochodng do zera. Mamy réwnanie
(x—2)?=0.

Stad otrzymujemy jeden punkt stacjonarny xo = 2. Poniewaz f’(x) jest dodatnia poza
punktem x = 2, funkcja f jest rosnaca zaréwno na lewo od punktu 2 jak i na prawo
od punktu 2. Nie ma wiec w punkcie 2 (ani w zadnym innym) ekstremum (rysunek
5.4.).

Jak stwierdzi¢, czy w punkcie stacjonarnym jest maksimum lub mini-
mum, czy go nie ma? Jeszcze raz popatrzmy na rysunek 5.3. Na lewo od
punktu x;, w ktérym jest maksimum, funkcja jest rosngca, a na prawo
malejgca. Odwrotna jest sytuacja w punkcie x5, w ktorym jest minimum.
Na lewo od tego punktu funkcja maleje, a na prawo rosnie.

Natomiast po obu stronach punktu ¢ na rysunku 5.4. funkcja rosnie.

Opiszemy mozliwe sytuacje przy pomocy ponizszej tabelki.
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Rysunek 5.4.
Zmak pochodnej Zmak pochodnej
na lewo od punktu | na prawo od punk- | W punkcie g
stacjonarnego g tu stacjonarnego zg
+ + nie ma ekstremum
+ — jest maksimum
— + jest minimum
— — nie ma ekstremum

PRzZYKEAD 5.6. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(z) = e* — 4x.

1. Obliczamy pochodna funkcji. Otrzymujemy
fl(z) =¢e" —4.

2. Przyréwnujemy pochodng do zera. Mamy réwnanie
e’ =4.

Stad otrzymujemy jeden punkt stacjonarny xy = In4. Bierzemy jaki$ punkt na lewo
od punktu xg, np. 0 i ustalamy znak f’(0). Mamy

fl(0)=e"—4=-3<0.
Bierzemy jaki$ punkt na prawo od zg, np. 10 i ustalamy znak f’(10). Mamy
f/(10) = €' —4 > 0.

(zwr6émy uwage na to, ze nie musimy doktadnie wyliczaé¢ wartosci pochodnej, a tylko
stwierdzi¢, jaki ma znak). Zatem na lewo od punktu xg pochodna jest ujemna, a na
prawo dodatnia. Otrzymujemy odpowiedz:
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Funkcja ma minimum w punkcie In4. [

PRZYKEAD 5.7. Powréémy do modelu z przykiadu 5.3. Zastanowimy sie, jakie
musza by¢ spelnione warunki aby funkcja utargu osiggata maksimum.

Oczywiscie dziedzing funkcji utargu jest przedzial [0; 00). Nie mozemy sprzedaé
ujemne]j ilosci towaru. Jedli cena jest dodatnia, to jasne jest, ze od punktu x = 0
do jakiegokolwiek punktu x > 0 warto$¢ funkcji utargu wzrosnie. Zatem na poczatku
funkcja utargu jest rosnaca. Rozwazmy pierwszy punkt stacjonarny. W takim punkcie
musi zachodzié¢ réwnosé

f@) +zf'(z) =0.
Oznacza to, ze
af'(z) = —f().
Dzielac przez f(x) otrzymujemy

Poniewaz lewa strona ostatniej réwnoéci oznacza elastyczno$é funkeji f w punkcie
x, otrzymujemy odpowiedz:

Jesli funkcja utargu osiaga w punkcie zy maksimum, to elastycznosé funkeji utargu

w tym punkcie wynosi: —1. O

Warto w tym miejscu dodaé, ze funkcja moze mieé¢ ekstremum w
pewnym punkcie i byé¢ nierézniczkowalna w tym punkcie. Np. funkcja
f(z) = |z| ma minimum w punkcie 0 i jest w tym punkcie nierézniczko-
walna. Oczywiscie w takiej sytuacji nie mozna znalez¢ ekstremum przy
pomocy rachunku rézniczkowego.

ZADANIA
5.3. Sprawdzi¢ czy ponizsze funkcje sa rosngce lub malejace:
a) f(z) =sinz — 2z; b) f(z) = cos3z + bz,
o) f(z)=2%+2%+u, d) f(z) =2z + -

Rozwiagzanie.
a) Obliczajac pochodna mamy

(sinz — 2z) = cosz — 2.
7 nieréwnosci —1 < cosz < 1 wynika, ze
cosz —2< —1<0.

Pochodna funkcji jest ujemna, a zatem funkcja jest malejaca. [
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5.4. Znalez¢ przedzialy, w ktérych ponizsza funkcja f(x) jest rosnaca i malejaca:

a) 3 —b5x? +2, b) z* — 323,
c) 2% —Inz? d) z+2,
e) e%* — 3w, f) 622+ 5.

Rozwigzanie.
f) Dziedzing funkcji jest zbior IR \ {0}. Liczymy pochodng funkcji. Mamy

f(z) =12z — %

Przyréwnujac ja do zera otrzymamy jedno rozwigzanie x1 = {/5/12. Dziedzina jest
podzielona zatem na trzy przedzialy: (—oo;0), (O; N 5/12) i («3/ 5/12; oo); w kazdym
z nich pochodna ma staty znak. Aby poznaé jaki to znak, wystarczy wybraé¢ po jednym
punkcie z kazdego przedzialu i ustali¢ znak pochodnej w kazdym z tych punktéw.
Moga to by¢ np. punkty —1, 1/10 i 1. Mamy:

f(-1)=-5-12<0,

f/(1/10) = =500 + 12/10 < 0,

ff(1)y=-5+12>0.

Otrzymujemy wiec odpowiedz:
Funkcja jest rosnaca w przedziale (\3/ 5/12; oo) , amalejaca w przedzialach (—oo; 0)

i (0; \3/5/12). O
5.5. Policzy¢ wspoélrzedne wierzcholka paraboli danej réwnaniem y = az? + bx + ¢
przy pomocy rachunku rézniczkowego.

Rozwigzanie.

Funkcja kwadratowa axz? + bx + ¢ osiaga minimum jesli @ > 0 lub maksimum
jesli @ < 0 wlasnie w wierzchotku. Zatem pochodna musi sie zerowaé¢ w punkcie
bedacym wspdlrzedna x-owg wierzchotka. Pochodna funkcji kwadratowej jest réwna
2ax + b. Przyrownujac ja do zera mamy x = ;—f Aby obliczy¢ y wstawiamy ;—(f za T
i otrzymujemy

—b\? b —b2 + dac A
Y b —te=— """ _ =2 QO
Y a<2a> + 2a+c 4a da

5.6. Wyznaczy¢ ekstrema ponizszych funkcji:

a) f(xr)=2%—-3z%+1, b) f(z) =23 -3z +4,
_ 2 _ 2z

C) f(CU)—;—FCC, d) f(x)* z+1

e) f(z) = (2% +2x)e”, f) f(z)=15lnz — 2°.
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5.7. Wyznaczanie najwiekszej
(najmniejszej) wartosci funkcji

Z rozwazan poprzedniego paragrafu wynika nastepujacy fakt: funkcja
rézniczkowalna okreglona na przedziale domknietym [a; b] przyjmuje swo-
ja najwicksza (najmniejsza) warto$¢ albo w punkcie, w ktérym pochodna
sie zeruje (tak zwanym punkcie stacjonarnym lub punkcie podejrzanym
o ekstremum), albo na koncu przedziatu.

Ten fakt pozwala poszukiwaé najwiekszej (najmniejszej) wartosci funk-
cji w przedziale [a; b] wedlug nastepujacej procedury:

Krok 1. Rozniczkujemy funkcje i przyréwnujemy pochodng do zera
znajdujac punkty stacjonarne xy,...,z, nalezace do przedziatu [a;b].

Krok 2. Obliczamy wartosci funkcji w tych punktach oraz wartosci
na koncach przedzialu. Jesli przedzial jest otwarty lub nieskonczony, to
wartosci na koncach zastepujemy odpowiednimi granicami funkeji.

Krok 3. Spoéréd powyzszych wartosci wybieramy najwieksza (naj-
mniejsza).

PRZYKEAD 5.8. Znalezé najmniejsza wartosé funkeji

1
_ .34+
fw) =25+ =
w przedziale [0.1;10].
Obliczamy pochodna funkcji:
1
_ 9.2
Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy rozwiazanie xp = Q/g Obliczamy
f(z1), £(0.1) i f(10). Mamy:
1 4
n)= = + 3,
f( 1) yﬁ

£(0.1) = 0.001 + 10,
£(10) = 1000 + 0.1.

Widzimy, ze najmniejsza wartoscia jest pierwsza.
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Odpowiedz: Najmniejsza wartodcia funkcji f(z) = 2® + % w przedziale [0.1;10]
jest liczba \4/%7 +v3. O

PRZYKEAD 5.9. W jakim punkcie przedzialu (0; co) funkcja
f(x)=lnzx — 2z

przyjmuje najwicksza warto$c?

Obliczamy pochodna:
1
!/
== -2
Fw) ==
Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy rozwiazanie 21 = 1/2. Przedzial jest

otwarty, wiec obliczamy granice

li =—
Jim f(z) = —o0
oraz

lim f(z) = —o0.

Poniewaz warto$¢ funkcji w punkcie x = 1/2 jest skonczona, warto$é ta jest sposrod
tych trzech wartoéci najwicksza (zauwazmy, ze nie musimy jej obliczaé!). Otrzymuje-
my wiec odpowiedz:

Funkcja przyjmuje najwieksza warto$é w przedziale (0; 0o) w punkcie x = 1/2. O

PRrzYKEAD 5.10. Z kwadratowego kawalka blachy o boku a wycinamy na rogach
cztery kwadraciki (zakropkowane na rysunku 5.5.). Nastepnie boki zaginamy (wzdluz
przerywanych linii) i lutujemy blache. Jakie kwadraciki nalezy wycinaé, aby objetosé
otrzymanego w ten sposob zbiornika byta najwicksza?

Oznaczmy bok wycietego kwadratu przez x. Wéwczas objetosé pudeltka dana jest
wzorem

V(z) = (a — 2x)%w.
Zauwazmy, ze x zmienia si¢ od 0 do % Obliczamy pochodna funkcji
V'(z) = (=2)-2(a — 22)x + (a — 22)* =

(a —2z)(—4z + a — 2x) = (a — 22)(a — 6x).

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy dwa punkty stacjonarne z; = a/2 oraz
29 = a/6. Pierwszy z nich jest jednoczesnie konicem przedziatu. Liczymy wartosci w
punkcie stacjonarnym i na koncach. Mamy:

- () i
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Najwieksza z tych wartosci jest %a:}.

Odpowiedz: Nalezy wycina¢ kwadraciki o boku dtugosei §. [

PrRzYKEAD 5.11. Pewien zaklad ma wyprodukowaé¢ w ciagu roku 10000 sztuk
pewnego wyrobu. Przygotowanie zakladu do kazdego cyklu produkcyjnego kosztuje
500 zlotych. Koszt magazynowania jednej sztuki wyrobu wynosi 10 ztotych rocznie.
Przy jakich seriach produkcyjnych koszt calej produkcji bedzie najmniejszy?

Niech x oznacza liczbe sztuk produktu w jednym cyklu. Zaklad trzeba przy-
gotowaé do produkeji 19990 razy. Zatem calkowity koszt przygotowania zakladu do
produkcji wynosi %.

Zalézmy, ze zbyt towardéw jest rOwnomierny, tzn., ze w momencie magazynowa-
nia nastepnej partii magazyn zostal wlaénie oprézniony. Mozemy wiec przyjaé, ze w
kazdym odstepie czasu dzielacym dwa kolejne cykle produkcyjne znajduje sie srednio
x/2 sztuk wyrobu. Zatem i w ciagu calego roku érednio w magazynie znajduje sie x/2
sztuk wyrobu. Stad koszt magazynowania wynosi 10 - z/2.

Oznaczmy przez K, koszty stale (niezalezne od dlugosci cyklu).

Ostatecznie wiec koszt catkowity K (z) wynosi

10000 - 500
= L 10E + K,

K(x) . 5

Najmniejsza wartodcia jaka moze przyjmowaé x jest 1, a najwieksza 10000.
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Obliczmy pochodng

10000 - 500
——— 45

K'(x) = 5

T
Przyréwnujemy K’ do 0. Mamy K'(z) = 0, jesli z = /1000000 = 1000.

A teraz obliczamy wartosci w punkcie stacjonarnym (z = 1000) i na krancach.
Mamy
£(1000) = 5000 + 5000 + K, = 10000 + K,

f(1) = 5000000 + 5 + K,
£(10000) = 500 4 50000 + K.
Widzimy, ze najmniejsza wartoscia jest pierwsza. Daje nam to

Odpowiedz: Koszt produkeji bedzie najmniejszy przy seriach produkcyjnych wiel-
kosci 1000 sztuk. [

PRZYKEAD 5.12. Mamy transportowaé¢ towar z miasta A do miasta B najpierw
droga ladowa, a potem droga morska. Koszt transportu ladowego wynosi [ na jeden
km, a droga morska m na km (m < 1). Zakladamy, ze brzeg morski jest linia prosta.
Gdzie nalezy umiejscowi¢ port przeladunkowy P aby calkowity koszt transportu byt
najmniejszy?

Popatrzmy na rysunek 5.6. Oznaczmy przez A’ rzut punktu A na o§ Oz. Oznacz-
my przez o kat miedzy odcinkami AA’ i AP, a przez 3 kat miedzy odcinkami BO
i BP. Oznaczmy dlugo$é¢ odcinka OA’ przez k, a przez x dlugo$é odcinka OP.
Koszt transportu droga ladowa wynosi |[AP|l = I\/(k — )2 + |AA']2, a droga morska
|BP|m = m+/x? + |OB|?. Zatem koszt caltkowity jest réwny:

K(z) =1\/(k —2)2 + |AA'|2 + m\/22 + |OBJ?,

przy czym x € (—o0; 00).

Mamy
k—
K'(z)=m < -1 < =
Vz? +|0OB|? V(k—x)2 4+ [AA|2
oP AA
= m|PB| — l||AP| =msin 3 — lsin a.
Widzimy wigc, ze K'(0) wtedy gdy T = :iﬁg

Poniewaz granice funkcji w 0o sa rowne +oo, funkcja przyjmuje najmniejsza

warto$¢ w punkcie spelniajacym powyzsza zalezno$é. [
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B
B
B
‘A’
O P ~
Q
Q@
A
Rysunek 5.6.

Wyprowadzona zaleznos¢ przypomina znane z fizyki prawo zatamania
Swiatta, ktore zreszta wyprowadza sie w identyczny sposob. Korzystamy
z zasady Fermata moéwiacej o tym, ze swiatto wybiera taks droge, przy
ktorej zuzywa najmniej czasu. Widzimy zatem, ze Ten, kto tworzyt to
prawo rozwigzywal problem ekonomiczny!

ZADANIA

5.7. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é funkcji f w zbiorze A:

a) flx)=2>-2+1, A=[0;2]
b) f(z)=(z—1)e", A=[-1;1];
O fl@)=a—vaT, A=[1;3),
d) f(z)= %, A =10.1;00).

5.8. Mamy do ogrodzenia kawatek pola w ksztalcie prostokata przylegajacego z jednej
strony do rzeki. Dysponujemy 200 metrami siatki. Jakie powinny by¢ wymiary pola,
aby jego powierzchnia byla najwieksza?
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5.9. Z kawalka blachy o wymiarach 60 x 40 centymetréw robimy pudetko wycinajac
na rogach kwadraty, zaginajac a nastepnie lutujac blache. Jakiej wielkosci kwadraty
nalezy wycinaé, aby objetos¢ pudetka byta najwieksza?

5.10. Puszka ma mieé¢ ksztalt walca i objetos¢ 1 litra. Jakie powinny by¢ wymiary
puszki, aby ilos¢ zuzytej blachy byla najmniejsza?

5.8. Reguta de I’'Hospitala

Jest to metoda liczenia pewnych granic postaci %, gdzie f(x) 1 g(z)

daza jednoczesnie do 0 lub oco.

Zaktadamy, Ze
lim f(x) = limg(z) =0

z—b z—b

lub
lin}) flz) = lin%g(x) =00

(b moze byé skoriczong liczbg lub £00),

oraz ()
T
r—b g’(aj‘) o g
Wowczas
lim —f(x) =
z—b g()

Uwaga. Odpowiednie granice w powyzszej regule moga by¢ jedno-
stronne.

Te regute w skrocie oznacza sie jako regute H.

PRZYKEAD 5.13. Policzymy granice

Inx

1m .
rx—1 xr — 1

Zalozenia reguly H sa spelnione. Mamy zatem

] 1
IR L
rx—1 1 — rx—1 1
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PRrRzYKEAD 5.14. Policzymy
lim z*.
z—0t

(Dla 2 < 0 wyrazenie z* nie ma sensu!) Mamy

Inx
Inz* =zlnz = —.

x

Funkcje f(z) =lnzig(x) = % spelniaja zalozenia regulty H.

Zatem
Inz) 1
lim Inz® = lim ( ,) = lim —%- = lim -z =0.
z—0+ z—0+ (l) r—0+ —2z r—0+
xr
Stad lim 2% =e=1. O
z—0*t
ZADANIA
5.11. Obliczy¢ granice:
. sin? .
a) lim S22, b) lim 23,
C) ilino cosmmzfl7 d) i% 1;(131021,
. 1,27 x . 3T _9®
e) i:ﬂll ﬁ’ f) ill% z
; 1 - Inx)?
g) lim B, h) lim (na)
. . 2 . . . 1/z
i) zlir(r)1+ (Inz)? -z, j) xli)r(r)lJre z,
k) lim a%e”, ) lim @22
Tr— — 00 T—00 T

Rozwigzanie.
1) Podstawmy y = Inz. Wéwczas gdy ¢ — oo, to réwniez y — oo oraz x = €Y.
Zatem

In 2)100 100
lim (Inz) = lim Lo
T—00 xT Yy—0o0 ey
Stosujac 100 razy regute H otrzymamy
y100 100!
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5.9. Pochodna drugiego rzedu

Jesli funkcja f ma pochodng f’, i z kolei funkcja f’ tez ma pochodna,
to pochodna (f’) nazywamy pochodna drugiego rzedu lub druga
pochodng funkcji f i oznaczamy f”.

Wartos¢ drugiej pochodnej pozwala nam wyznaczaé ekstrema funkcji.
Zachodzi bowiem:

TWIERDZENIE. Zatozmy, Ze funkcja f ma pierwszq i drugg pochodng
oraz f'(a) = 0. Wowczas jesli f”(a) < 0, to w punkcie a jest maksimum
lokalne, a jesli f"(a) > 0, to w punkcie a jest minimum lokalne.

PRZYKEAD 5.15. ZnajdZzmy ekstrema funkcji f(x) = 2® — 6z + 1. Punkty podej-

rzane o ekstremum znajdziemy obliczajac pochodna funkcji f i przyréwnujac ja do

zera. Mamy f'(x) = 322 — 6. Zatem te punkty to z; = —v/2, xo = /2. Obliczamy
druga pochodna f”(x) = 6x. Mamy f(z1) = —6v2 i f(x2) = 61/2. Zatem w punkcie
z = —/2 jest maksimum, a w punkcie z = /2 jest minimum. O

Jednak nie zawsze warto do wyznaczenia ekstremum liczy¢ drugie
pochodne.

PRZYKEAD 5.16. Wyznaczymy ekstrema funkcji f(z) = 2%(1 — x) w przedziale
[0;1]. Liczymy jej pochodna f/(x) = x(2 — 3x). f'(z) = 0 jesli z = 0 lub = = 2/3.
Poniewaz funkcja jest w przedziale (0;1) nieujemna i na konicach przyjmuje wartosci
0, ekstremum moze by¢ tylko w punkcie % i jest to maksimum, bo f(2/3) > 0. O

ZADANIA

5.12. Obliczy¢ druga pochodna funkcji f okreslonej wzorem:

a) z2Inw, b) sin3ez,
c) e, d) 1‘”_21,
e) e”cosz, f) a*—32° — .

5.13. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji wykorzystujac druga pochodna:
a) f(z)=a°—5a%+1, b) f(z) =2+ 3,

o) flz)=axe /2, d) f(z) = ze®,

e) f(r)=3x5—5x3-7, f) f(z) =22 2.
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Rozwigzanie. ,
¢) Mamy f'(z) = (1 —22)e=* /2, f'(z) =0 dlaz = —11iz = 1. Dalej f"(z) =

(23— 3x)e’””2/2. Sprawdzamy wartosci f”/(z) w punktach podejrzanych o ekstremum.

Itak f"(—-1) = % if"(1)= —%. A wiec w punkcie —1 jest minimum, a w punkcie

1 maksimum. O

5.10. Funkcje wypukte i wkleste

Moéwimy, ze rézniczkowalna funkcja f jest wypukla (odpowiednio
wklesta) w przedziale (a;b), jesli styczna do wykresu w punkcie (.CE, f (aj))
dla x € (a;b) lezy ponizej (odpowiednio powyzej) wykresu funkeji. Punkt
(35, f (x)) nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f, jesli po jednej
stronie tego punktu funkcja jest wypukta, a po drugiej wklesta.

o /
1 2 3To 4 5 6 7
Rysunek 5.7.

Funkcja, ktoérej wykres jest przedstawiony na rysunku 5.7 jest wklesta
na lewo od punktu xy i wypukta na prawo od tego punktu. Punktem
przegiecia jest punkt A o wspolrzednych (xo, f (%)%

Wypuktosé funkcji mozemy badaé przy pomocy rachunku rézniczko-
wego.
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TWIERDZENIE. Jesli f” > 0 w przedziale (a;b), to funkcja jest wypu-
kla, a jesli f" < 0, to funkcja jest wklesta. Jesli f"(x) =0 i f” ma rézine
znaki po obu stronach x, to (z, f(x)) jest punktem przegiecia.

Aby sie przekonac o stusznosci tego twierdzenia popatrzmy na rysu-
nek 5.7. Zwroémy uwage na czes$¢ wypukta tej funkcji lezaca na prawo
od punktu zy. Jesli bedziemy rozwazac¢ styczne w réznych punktach tej
czesci wykresu, to zauwazymy, ze przy przejsciu od pewnego punktu do
punktu lezacego bardziej na prawo styczna obréci sie w kierunku przeciw-
nym do ruchu wskazéwek zegara. A to oznacza, ze kat pomiedzy osia Oz,
a styczng wzrosnie. A zatem wzro$nie i tangens tego kata. Ale tangens
tego kata to jest wtasnie pochodna. ZauwazylisSmy zatem, ze wypuktosé
funkcji pociaga za sobg wzrost funkcji pochodnej. Ale funkcja rosnie, gdy
jej pochodna, czyli druga pochodna funkcji f jest dodatnia.

W podobny sposéb argumentujemy, ze wklesto$¢ pociaga za soba
ujemnos¢ drugiej pochodnej.

PRrRzYKEAD 5.17. Wyznaczymy przedzialy wypukloéci, wklestosci i punkty prze-

giecia funkcji y = e~ 2. Mamy:

22
2

fl(x) = —ze”

22

f'(a) = (2* = 1)e™ 7.
Stad f"(x) =0 wtedy gdy x =1 lub z = —1. f"(z) <0dlaz € (-1;1)1i f"(x) >0
dla z € (—oo; —1) lub « € (1; 00). Zatem funkcja jest wklesta w przedziale (—1;1) wy-
pukla w przedzialach (—oo; —1) i (1; 00). Punkty (—1,1/y/e) i (1,1//e) sa punktami
przegiecia. O

Informacja o wklestosci badz wypuktosci funkcji moze by¢ pomocna
przy podejmowaniu wielu decyzji.

Przypusémy, ze zastanawiamy sie, czy sprzedaé posiadane akcje. Za-
uwazylismy, ze wprawdzie cena akcji idzie w gore, ale tempo wzrostu
tych akcji gwaltownie spada. Sytuacja ta sugeruje, ze wkrotce cena akcji
przestanie rosnaé i zacznie spadac¢. Decydujemy wiec o ich sprzedazy.

Funkcja moze:
1) rosnaé coraz szybciej,
2) rosnaé coraz wolniej,
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3) male¢ coraz szybciej,
4) maleé¢ coraz wolniej.

Sytuacje te prezentuja rysunki 5.8.

Y Yy
A
3+ 3+
2+ 2+
1+ 1+
I I 1L, X I I I x
1 2 3 1 2 3
rosnie coraz szybciej rosnie coraz wolniej
Yy Yy
A
3+ 3+
2+ 2+
1+ 1L
1 1 L, T 1 1 L, T
1 2 3 1 2 3
maleje coraz wolniej maleje coraz szybciej
Rysunki 5.8.

Zauwazmy, ze na rysunkach po lewej stronie funkcja jest wypukta, a
po prawej wklesta.

Znak pierwszej i drugiej pochodnej dostarcza nam informacji o tym,
czy tempo wzrostu lub spadku funkcji samo rosnie albo spada. Mamy
bowiem nastepujace sytuacje:

f" 1 f" | symbol | funkcja

+ |+ | A rosnie coraz szybciej
+ | = |~ rosnie coraz wolniej

— |+ | maleje coraz wolniej
— =1 maleje coraz szybciej
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PRZYKEAD 5.18. Sprawdzi¢ w jakim przedziale funkcja
flz)=2® —32% 4+ 2
maleje coraz wolniej.

Rozwigzanie.
Funkcja maleje coraz wolniej jesli: 1) f/ < 01 2) f” > 0. Mamy

f'(x) = 32% — 62 = 3x(x — 2).
Stad wnioskujemy, ze f'(z) > 0 dla x € (0;2). Dalej
1" (z) = 6z — 6.
Widzimy, ze f”(z) > 0 dla 2 € (1;00). Otrzymujemy ostatecznie odpowiedz:

Funkcja maleje coraz wolniej w przedziale (1;2). O

PRzZYKEAD 5.19. Sprawdzié¢, czy w otoczeniu punktu x = 10 funkcja

f(z) =3z + 200 :
x

a) rodnie coraz szybciej,

b) rosnie coraz wolniej,

¢) maleje coraz szybciej,

d) maleje coraz wolniej.

Rozwigzanie.
Nalezy ustali¢ znak pierwszej i drugiej pochodnej w punkcie 10. Mamy

200

fl(x) =3- w2
oraz 400
f”(l“) = w3

Wstawiamy z = 10 i widzimy, ze f/(10) =1 > 01 f”(10) = 0.4 > 0. Otrzymujemy
wie¢ odpowiedz:
W otoczeniu punktu 10 funkcja rosnie coraz szybciej. [
ZADANIA
5.14. Wyznaczy¢ przedzialy wypuklosci i wklestosci funkeji:
2) fla)=a—a® - b) glz) =22 2

) flz)=In(1+2?); d) flz) =a"+ e
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e) f(z)=12yx + a%; f) f(z)=2rnx — 22
5.15. W jakich przedziatach funkcja dana wzorem
1 2
flz) = kA

a) roénie coraz szybciej?
b) maleje coraz wolniej?

5.16. W jakich przedzialach funkcja dana wzorem
flz) =ze™™:

a) rosnie coraz wolniej?
b) maleje coraz wolniej?
¢) ro$nie coraz szybciej?

5.17. Sprawdzi¢ czy w otoczeniu punktu z = 1 funkcja

_330—5.
T dr 47

f(x)

a) roénie coraz szybciej,
b) rosnie coraz wolniej,

¢) maleje coraz szybciej,
d) maleje coraz wolniej.

5.11. Asymptoty

Intuicyjnie asymptota krzywej y = f(x) nazywamy prosta do ktérej
zbliza sie wykres funkeji f(x) przy x zbieznym do pewnego zg lub +o0.

Prosta * = ¢ nazywamy asymptota pionowa krzywej y = f(z),
jesli
lim f(z) = +o0

r—ct

lub
lim f(z) = foo0.
Prosta y = ax + b nazywamy asymptota uko$na krzywej y = f(z),
jesli

lim (f(z) - (az +b)) =0.

r—+o00
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Szczegbdlnym przypadkiem asymptoty ukosnej jest asymptota pozio-
ma gdy a = 0. Innymi slowy prosta y = b jest asymptota pozioma,
jesli

lim f(z)="0.

r—+00

Wspotezynniki a i b ewentualnych asymptot liczymy ze wzorow:

a = lim L(w)
rz—Foco g
lub
o= Jip f)
oraz

PRzZYKEAD 5.20. Wyznaczy¢ asymptoty krzywej

2

y= (x #1).

1—x

Rozwigzanie.

Widzimy, ze
lim y(x) = oo,
Jim y(z)
oraz
lim y(z) = —o0.
r—1—

Zatem prosta x = 1 jest asymptota pionowa.

Szukamy asymptoty ukosnej:

lim M = lim Z - -1
z—+too 1 z—too 1 —
Stad a = —1. Liczymy b.
. . 22+ (1—a)x . x
A A S T

Stad b = —1. Zatem prosta y = —z — 1 jest asymptota ukosng i w +o00 i w —oo. O

PRzZYKEAD 5.21. Wyznaczy¢ asymptoty krzywej

y=x+Inz (z>0).
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Rozwigzanie.
Mamy
lim z+1Inz =0+ (—00) = —c0.
z—0*t
Stad prosta z = 0 jest asymptota pionowa.
Szukamy asymptoty ukosnej:

1
lim (z +Inz) = lim 1+ - =1.
T

Stad a = 1. Liczymy b.

lim (z +1lnz) —z = lim Inz = oco.
r—00 r—0o0

Zatem b nie istnieje. Krzywa nie posiada asymptoty ukosnej. O
ZADANIA
5.18. Wyznaczy¢ asymptoty krzywych:

— 2z .
a’) y_1+1:2’

b) y= 5
¢) y="7

5.12. Schemat badania funkcji

Funkcje bedziemy badaé¢ wedtug nastepujacego schematu:

1. Wyznaczamy dziedzine funkcji i ewentualnie miejsca zerowe (jesli
sie da);

2. Obliczamy granice na koncach przedziatéw okreslonosci i wyzna-
czamy asymptoty;

3. Liczymy pierwsza pochodna i okreslamy przedziaty monotoniczno-
sci funkcji i punkty podejrzane o ekstrema;

4. Liczymy druga pochodna i wyznaczamy przedzialy wypuktosci,
wklestosci funkeji i punkty przegiecia;

5. Sporzadzamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji;

6. Szkicujemy wykres funkcji.
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PRZYKEAD 5.22. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

Rozwigzanie.

Dziedzina funkcji jest R \ {1}. Granice i asymptoty tej funkcji policzylismy juz
w poprzednim przykltadzie. I tak © = 1 jest asymptota pionowa i y = —x — 1 jest
asymptota ukosng dla —oo i dla +o0.

/ _‘T(2*I)
f(x) = W

fllz) =0gdy e =01lub oz =2 f'(z) >0dlaz € (0;1)U(1;2) i f'(z) < 0 dla
z € (—00;0) U (1;00). Wynika stad, ze w punkcie 0 jest minimum, a w punkcie 2
maksimum. f"(z) = ﬁ Stad f”(z) > 0 dla x € (—o0;1) i w tym przedziale
funkcja jest wypukla oraz f(z) < 0 dla 2 € (1;00) 1 w tym przedziale funkcja jest
wklesta. Punktéw przegiecia nie ma. Sporzadzamy tabelke:

x —00 | ... 0 o 2 R 'S
fllx) | -1 | — 0 + | 400 | —o0 | + 0 - | -1
f'l=) |+ | + + + |+ - | - - | -

f(@) | +oo |\ (()rnin) A % | —0o |~ (_n%ax) Y| T

PrzZYKEAD 5.23. Zbadaé przebieg zmiennosci funkeji

fz) =2® —22° 4+ .

Rozwigzanie.
Dziedzina = IR.

EI_H f($) = =00,
mlin;o f(z) = 0.

Funkcja jest wielomianem trzeciego stopnia, wigc asymptot nie ma.
f(x) = 32% — 4o + 1.

fll)=0dlaz=1iz=2% f(z)>0daze (—o0i)U(ljo0)i f/(z) <0 dla
z € (3;1).

f"(z) = 6x — 4.
f'(x)=0dlaz=21if"(z)>0dlaxz>2oraz f'(z) <0dlaz < 2. Sporzadzamy
tabelke:
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Y
7t
o6k
5t
41
3t
2L
1k
_______ N 1234567
AN
—3l
4l
_5l
—6l
7l
$2
Rysunek 5.9. Wykres funkcji y = -

z 50 1 z 1 RS
(2) ¥ ¥ 0 — — — 0 + +
f//($> — _ 4_ _ , Ok + 0+ + +

Z 5= punkt
fl@) | oo ™ (217nax) A ;Izggi(gcia > (min) S

PRZYKEAD 5.24. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

f@)=e"

Rozwiagzanie.

Dziedzina = IR. Funkcja jest parzysta i zawsze dodatnia.

lim
z—+o00

() =0,

a zatem prosta y = 0 jest asymptota pozioma.

N

x

fl(x)=—ze 7.

Dla z > 0 pochodna jest ujemna, a dla x < 0 dodatnia oraz réwna 0 w zerze.

(@) = (@ - e 7.

22
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Rysunek 5.10. Wykres funkcji y = 23 — 222 + o

ff(x)=0gdyx=-1lubz=1. f"(z) >0dlaz € (—o0; —1) U (1;00) i f"(x) <0
dla z € (—1;1). Sporzadzamy tabelke:

z —00 | ... -1 e 0 e 1 co. | 00
fx) | + + + + 0 - - - | =
@ + [ + L0 -1 =1- Lokt + |+
@) 0 - I\)/rgzepglll;lcli; 4 (max) o 1\)/1"Ezepglil§cia - 0

ZADANIA
5.19. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji:
a) flz) =35 b) f(x) = 1=
) fl&) =z d) f(x):xeé;
e) f(z)=ex; f) f(z)=2® —42? + 4z — 1;
g) flz)=2lnz—z+3; h) f(z) = 3ze®;
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»

i) f(z) =zlnz; i) flz) =2t —22% +1;
k) f(z) =32% — /x; ) flz) =24
m) f(x) = =t n) f(z)=a®+ 30+ L.




Rozdziat 6.

Elementy rachunku calkowego

6.1. Calka nieoznaczona

Niech f bedzie funkcja okreslona na przedziale (a;b), skoniczonym lub
nieskonczonym. Calka nieoznaczong z funkcji f nazywamy taka funk-
cje F okreslona na tym samym przedziale, ze F'(z) = f(z) dla kazdego
x € (a;b).

Funkcje F' nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f i zapisujemy

F(z) = / fa)de.

Powyzszy zapis czytamy ,catka z f po de ix”.

PrzYKrAD 6.1. Niech f(z) = 0 dla kazdego = € IR. Wéwczas oczywiscie F'
moze byé dowolng funkcja stala F(z) = c¢. Wiemy tez, ze jesli F'(z) = 0, to F musi
by¢ stata. Wynika stad nastepujaca ogdlniejsza wlasnos¢ catkowania: jesli F' i G sa
funkcjami pierwotnymi funkcji f, to F' — G = 0, oraz jesli F jest funkcja pierwotna

funkcji f, to réwniez F + c jest funkcja pierwotna funkcji f. O

Nasuwa si¢ pytanie, kiedy funkcja posiada funkcje pierwotna. Do na-
szych celow wystarczy informacja, ze:

Kazda funkcja ciggla ma funkcje pierwotng.

Z wzor6éw na pochodng otrzymamy nastepujace wzory:
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1
/:Eadx = ﬁxmﬂ -+ C, Jeéll a 7é —1,
1
/—da: =In|z| +¢,
X

/e“”dm =e" 4,

/awdx: T te (a>01ia#1),

Ina

/sinxdw = —coszt +c,

/Cosmdx =sinz + c.

Wzory na rozniczkowanie sumy, iloczynu i funkcji ztozonej prowadza
do nastepujacych regut catkowania:

/(f(m)ig(m))dm:/f(x)dmi/g(x)d%
/ cf (x)dr = ¢ / f(z)dz.

Calkowanie przez czesci:

[ F@)d @)de = f@)g(x) - [ £@)g(e)de.

Catkowanie przez podstawienie:

/f(y(ﬂf))y’(:lf)dilj = /f(y)dy, gdzie y = y(z).

PRzZYKEAD 6.2. Obliczymy caltke I = /(2:03 — 3z)dx.
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Korzystajac z pierwszych dwoch regul i z wzoru na catke funkcji potegowej mamy

1 1 3
I—Q/wdx 3/:Ed:1: 24x 32x+c > 2x+c.D
PRzZYKEAD 6.3. Obliczymy catke I = /xexdx.

Skorzystamy z wzoru na calkowanie przez czeSci. Przyjmujemy f = x, ¢’ = e”,
f'=1, g=e®. Mamy zatem

I:xe‘r—/exdx:xem—e‘r—kc:(as—l)ez—kc. O

dx.

PRZYKEAD 6.4. Obliczymy catke I = / 3 5
T —

Skorzystamy ze wzoru na catkowanie przez podstawienie ktadac y = 3z+5. Mamy
d
wowcezas y' = W _ 3, czyli do = Y Zatem
dx 3

1dy 1 (1 In |y In |3z + 5]
/y 3 S/y Y 3 +c 3 +c

PRZYKELAD 6.5. W pewnym zakladzie koszty krancowe (w tysiacach zlotych na
tone) przy produkcji na poziomie x ton opisuje funkcja

f(z) = 32* — 100z + 500.

Wiemy, ze koszt catkowity produkcji pierwszej tony produktu wynidst 700 tys. ztotych.
Jaki jest koszt catkowity wyprodukowania partii ztozonej z 10 ton?

Rozwigzanie.
Koszt kraficowy jest pochodna kosztéw calkowitych K(z), czyli K'(z) = f(x).
Stad

K(z) = / (32% — 1002 + 500)dz = 2* — 5022 + 500z + c.
Wiemy, ze K (1) = 700, czyli 1 —50+500+c = 700, skad ¢ = 249. Zatem K (x) = 23 —

5022 45002 +249. Wstawiajac z = 10 mamy K (10) = 1000—5000+5000+249 = 1249
tys. ztotych. O

ZADANIA
6.1. Obliczy¢ calki:

a) /(x275x+3)dac; b) /%dz;
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c) /xcosxda:; d) /xQezdx;

e) /\/ﬁdl’; f) /lnxd:p;
g) /fclnxdw; h) /Sin(5x — 7)dx;

i) /tgwdm; j) /ctga?dac;
+1

k) [ e 3 da y 2 .

) /e dzx; ) /x— 1dx

Rozwigzanie.
f) Zastosujemy regule calkowania przez czesci przyjmujac f = Inz, ¢’ =1, f/ =
1/z, g = x. Mamy

/lnmdm:mlnx—/m-(l/x)dx
:mlnzf/ldx:xlnx—:erc:x(lnzfl)Jrc. O

i) Calkujemy przez podstawienie. Przyjmujemy y = cosz. Wtedy dy = —sinz dx,

sin zdx
. Zatem

skad sinx dx = —dy, czyli tgxzdr =
0S T

/tga:da: z/(l/y)(—dy) = —/(l/y)dy =—lnly|+c=—In|cosz|+c O

6.2. Catka oznaczona

Calka oznaczong funkcji f w przedziale [a;b] nazywamy roznice
b

F(a) — F(b). Zapisujemy to w postaci F'(z)| , gdzie F' jest funkcja pier-

a

wotng funkcji f. Oznaczamy ja

/f(x)dx

a

i czytamy ,catka z f po dr od a do b”. Funkcje f nazywamy funkcjg
podcatkowq, liczbe a nazywamy dolng granicq catkowania, a liczbe b gorng
granicg catkowania. Prawdziwe sg wzory:
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111

/b<f($) ig(@)dx = /bf(i'f)di'«“i/bg(x)dx,

/bcf(:zr)d:v = c/f(x)dx,

a

[ $@)g @)z = fB)g(b) = f(@)g(a) — [ £'(@)glw)de

a

(calkowanie przez czesci),

b y(b)
| Fy@)y' @z = [ fay.
a y(a)

gdzie y = y(z) (calkowanie przez podstawienie),

b

/f(x)dx:jf(x)dx+/bf(x)dx, gdzie ¢ € (a;b).

a
3
PRZYKEAD 6.6. Obliczymy catke I = /6x2dm.
2
3
, 3 13
I= G/zddz —6- (1/3):@‘ - 2:1;3’ — 54— 16=38. O
2 2
2

w/2
PRZYKEAD 6.7. Obliczymy catke I = / sinx dx.
0

/2
- 0-(-1)=1. O

I =—cosx
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2
PRZYKEAD 6.8. Obliczymy caltke I = /\/m dx.
1

Skorzystamy z wzoru na catkowanie przez podstawienie ktadac y = = + 1. Mamy
dy = dz, y(1) = 2, y(2) = 3, zatem:

3

3
1= [Vidy= [y = /7] = /3 - VB). O

2

6.3. Interpretacje catki oznaczonej

Interpretacja geometryczna. Przypus$émy, ze funkcja f jest nie-
ujemna w przedziale [a; b]. Oznacza to, ze jej wykres lezy powyzej osi Ox.
Catka oznaczona z funkcji f od a do b jest rowna polu figury ograniczo-
nej wykresem funkcji, osia Ox, prosta x = a i prostg x = b. Rysunek 6.1.
przedstawia wykres funkcji f(z) = (z — 2)? + 1 w przedziale [0.5;4.5].
Zatem pole zakropkowanej figury jest rowne

4.5

/((x —2)* + 1)dx =

0.5
1 45 1 1
—(z —2)3 ) = —2.5° 4.5—[ —1.52 4+ 0.5 =10-. O
<3(x )+ =3 + 3( )° + 3

PRZYKEAD 6.9. Obliczymy pole powierzchni figury ograniczonej krzywymi o réw-
naniach y = z i y = 2?/3. Rozwiazujac réwnanie x = 22/3 (x; = 0, 3 = 3),
wnioskujemy, ze pole naszej figury bedzie réznica calek (rysunek 6.2.):

3 3,
/xdx—/%dx.
0 0

Obliczajac te caltke otrzymamy wynik: pole réwna sie 3/2. O
Interpretacja ekonomiczna. Jedli f(x) opisuje koszty krancowe w

b
przedziale [a; b], to catka [ f(x)dx oznacza przyrost kosztéw w przedziale
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a 1 2 3 4 b 5 6
Rysunek 6.1.

1 2 3

Rysunek 6.2.

[a; b]. Podobna interpretacje otrzymamy dla innych wielkosci, jak: zysk,
wielkos¢ produkcji, cena itd.

PrzykrAD 6.10. Badania wykazaly, ze liczba ryb w stawie wzrasta w ciagu «
miesiecy z predkoscia 20+ § sztuk na miesiac. O ile wzrosnie liczba ryb w ciagu roku?

Niech R(x) oznacza liczbe ryb po 2 miesiacach. Mamy
R'(z) =20+ g
Stad w ciagu roku liczba ryb wzrosnie o

12

R(12) — R(0) = / (20+3) do = (200 +2?) ‘;2 =384, O
0
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ZADANIA
6.2. Obliczy¢ calki:
4 2
a) /(:v2 — 2z + 1)dw; b) /%dw;
1 1
/2 1

L
—
8
o
Q
w0
&

ISH
3

o

S~—

o

8
)

2

U
RS

5 &2
e) /\3/3x—5dx; f) /lnxdx;
4 e
1 4
) / N h) / 9z
g 14 ez .
0 0

6.3. Obliczy¢ pole zbioru ograniczonego krzywymi o réwnaniach:
a)y=2%iy=uat
b)y=3r—-1iy=a?+1,

c)y=sinz,y=cosziz=0,x€0;n/2]

6.4. Caltka niewlasciwa

Jesli zdarzy sie, ze istnieje

b—oo

b
lim /f(:v)d:v,

to méwimy, ze istnieje calka niewlasciwa pierwszego rodzaju (istnieje tez
pojecie catki niewtasciwej drugiego rodzaju, ale nie bedziemy sie nig zaj-
mowac). Oznaczamy ja
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b
Analogicznie definiujemy catke / f(z)dz. W szczegdlnosdei moze tez

— 00

istnie¢ /f(x)d:c

o0
PRrzYKEAD 6.11. Calka /e_xdx istnieje, bo istnieje granica
0
b

b
blim e dx = blim (7 eﬂ”‘ ) =lime?’+1=1 0O
— 00 — 00 0 — 00

0

oo

1
PrZYKEAD 6.12. Catka / — dx istnieje 1 jest rowna
x
1

b

. 1 . 1
lim — = lim ——
b—oo x b—oo I

1 1

1

b—oo

Catka niewtasciwa gra wazna role w wielu zastosowaniach. W rachun-
ku prawdopodobienstwa i statystyce kluczowe znaczenie ma catka

b
1
) = —= [ e,

Jest to tzw. dystrybuanta rozktadu normalnego. Nie istnieje algebraiczny
wzor na funkcje F', tym niemniej mozna jej wartosci oblicza¢ w przybli-
zeniu przy pomocy komputera, albo szuka¢ tych wartosci w specjalnych
tablicach.

ZADANIA

6.4. Sprawdzié¢ czy istnieje caltka niewladciwa i obliczy¢ ja:

o0 oo

2
a) /ﬁd:c; b) /xe*mdx;

0
1 OO\/E
1






Rozdziat 7.
Elementy algebry liniowe]

Podstawowy program z matematyki dla niektorych kierunkéw studiow
(m. in. na kierunku ZARZADZANIE) obejmuje tylko rachunek macierzo-
wy bez elementéw teorii przestrzeni liniowych. Z drugiej strony zwiazek
tych dwoch teorii jest bardzo naturalny i $cisty. Liczne wzory i twierdze-
nia rachunku macierzowego staja si¢ klarowne i jasne po zrozumieniu tego
zwigzku. Dlatego rozdzial ten jest napisany w sposob szczegdlny. Moz-
na go czyta¢ opuszczajac wszystkie podrozdziaty dotyczace przestrzeni
liniowych (zaznaczone sg one *) - otrzymujemy wéwczas elementy teorii
rachunku macierzowego, ale bez glebszych wyjasnien niektorych wzordw.
Natomiast czytajac rozdzial w catosci dowiemy sie czego$ o przestrze-
niach liniowych (temat jest sam w sobie ciekawy i ma liczne zastosowa-
nia), ich zwiazku z teoria macierzy i zrozumiemy skad sie niektére wzory
biorg.

7.1. Model liniowy rynku wielu débr

Wyobrazmy sobie model ekonomiczny rynku dwéch débr. Cene, popyt
i podaz pierwszego z nich oznaczmy odpowiednio przez z, P, i @)1, a
drugiego y, P», Q2. Zatézmy, ze sg one substytutami, i ze funkcje popytu
i podazy sg funkcjami liniowymi zaleznymi od cen obu débr:

P =p+ax+ by,
Q1= q+cr+dy,
Py, =r+ex+ fy,
Q2 = s+ gz + hy.
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Gdzie a,b,c,d e, f,g,h,p,q,r, s sa pewnymi stalymi. Z zatozenia, ze
towary te sg substytutami wynika, ze a, f powinny by¢ ujemne, b, e do-
datnie, natomiast d, g powinny by¢ réwne zeru lub bardzo bliskie zera.
Istotnie, jesli cena towaru rosnie, to popyt na ten towar maleje, natomiast
gdy rosnie cena towaru podobnego, to wzrasta popyt na towar zastepczy.
Natomiast podaz w niewielkim stopniu zalezy od ceny drugiego towaru.

Chcemy wyznaczy¢ ceny rownowagi rynkowej obu towarow, czyli takie
wartodci x iy, ze P, = Q1 1 P, = ()>. Po podstawieniu ay; = a — ¢,
a0 =b—d,asy = e—g, aso = f —h, by = p—q, by = r — s otrzymujemy
uktad dwoéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

a1 + a2y = by,
a91T + a22Y = bg.

Jesli bedziemy rozpatrywac¢ model z n dobrami, to podobne rozwaza-
nia doprowadza do uktadu n réwnan liniowych z n niewiadomymi.

Zajmiemy sie badaniem, kiedy taki uktad ma rozwigzania i w jaki
sposob je otrzymac.

7.2. *Przestrzenie liniowe

DEFINICJA. Zbior V' nazywamy przestrzenia liniowa, jesli s¢ na
nim okreslone dwa dziatania: dodawanie (4) przyporzedkowujgce dowol-
nym dwom elementom x,y € V element x+y € V, oraz mnozenie przez
skalar (-) przyporzqdkowugjgce liczbie ¢ € R oraz elementowi x € V' ele-
ment qx € V, spelniajgce warunki:

lL.z4+y=y+=x,
2. (x+y)+z=x+ (y+ 2),

3. istnieje element zerowy (oznaczany 0) w V taki, ze dla kazdego
reV, x+0==cx,

4. dla kazdego « € V istnieje element przeciwny —zx taki, ze
—x+x =0,
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5. q(x +y) = qx + qy,
6. (¢+7r)x=qx+re,
7. q(rz) = (qr)z,

8. 1.-x ==,
dla wszystkich ¢,y € V oraz ¢,r € R.

Elementy przestrzeni liniowej nazywa sie wektorami.
Zbior
R"={x = (x1,29,...,2,) :x; ER,i=1,...,n}

z dziataniami okreslonymi nastepujaco:

33+y = (I17$27"'7xn)+(y17y27"'7yn) = (x1+y1,$2+927-~-,$n+yn),

qxr = q<x1a Loy .. ,an) = (qxb qrsy, . .. >qxn>
dla ¢ € R, &,y € IR" jest przestrzenia liniowsg. Zerem w przestrzeni
IR" jest element (0,0,...,0). Przestrzen te nazywamy m-wymiarowsg
przestrzenig euklidesowg. Wektory w przestrzeni IR" bedziemy ozna-
gl
czal tez nastepujaco: * = | : | . Zauwazmy, ze przy zapisie ,,poziomym”
Tn

stosujemy nawiasy okragte, a przy ,pionowym” kwadratowe.

W przestrzeni IR" istnieje jeszcze jedno bardzo wazne dziatanie, tzw.
tloczyn skalarny. Dziatanie to przyporzadkowuje dwom wektorom @,y €
IR" pewng liczbe rzeczywista (x|y) w nastepujacy sposob:

(.’E|y> - ((Ila s 7xn)|(y17 s 7yn>) =T1Y1 + 0+ TplYn.

DEFINICJA. Zbior S C V nazywamy baza przestrzeni V', jesli kazdy
wektor x € V' daje sie zapisac jednoznacznie jako suma

T = q181 + @282+ -+ + Qi Sk,

gdzie s; € S 1 liczby q; sq rézne od zera.
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W przestrzeni IR" baza jest zbior S = {ej, es, ..., e,}, gdzie
e = (0,0,...,0,1,0,...,0)

(na i—tym miejscu jedynka - poza tym same zera). Istotnie niech x =
(1,22, ...,x,). Jest oczywiste, ze

T =2x1€1 + x99+ -+ 1,€,.

Przypuéémy, ze x jest tez réwne qie; + ques + - -+ + qn€,. Ale ostatnie
wyrazenie jest rowne wektorowi (g1, ¢s, ..., q3) skad ¢ = x1, ¢ = xo, ...,
¢n = x,. Wynika stad ze zbior S jest baza. Ta baze nazywaé¢ bedziemy
baza standardowgq.

Ale to nie jest jedyna baza w IR™. Na przyktad w IR? bazg jest tez
zbiér S = {(1,1),(2,3)} (sprébuj to udowodnié). To, ze ilosé¢ elemen-
tow i powyzszej bazy i bazy standardowej w IR? jest réwna 2 nie jest
przypadkowe. Okazuje sie bowiem, ze

TWIERDZENIE. Wszystkie bazy tej samej przestrzeni majg tyle samo
elementow.

Liczbe elementéw bazy przestrzeni nazywamy wymiarem przestrze-
ni. Jesli liczba ta jest skonczona, to przestrzen nazywa sie przestrzenig
skonczenie wymiarowq. Bedziemy zajmowaé sie wylacznie takimi prze-
strzeniami, cho¢ nalezy wspomnie¢, ze i przestrzenie nieskonczenie wy-
miarowe graja doniosty role w matematyce i jej zastosowaniach.

Niech @, ..., x, beda wektorami w przestrzeni V. Mowimy, ze wek-
tory te sg liniowo zalezne, jesli istniejg liczby q1, ..., q,, nie wszystkie
rowne zeru, takie ze

QIw1+"'+Qnmn:O-

Jesli wektory nie sa liniowo zalezne, to méwimy, ze sg liniowo nie-
zalezne. Inaczej moéwiac, jesli wektory x4, ..., x, sa liniowo niezalezne,
to z powyzszej rownosci musi wynika¢ ¢ =g = -+ = ¢, = 0.

Wektory sg liniowo zalezne wtedy, gdy jeden z nich moze by¢ przed-
stawiony jako kombinacja liniowa pozostatych.
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1 3 5]
PRZYKEAD 7.1. W przestrzeni R® ektory v = [2] ,w = [4] ,u = [8 s
3 5

1 1
liniowo zalezne, bo u = 2v + w. Natomiast wektory « = [0] Y = {1
0

sa liniowo niezalezne, bo z faktu ax + by + cz = 0 wynikaja réwnosci a
0,a+c=0,skada=b=c=0. O

7.3. ¥*Przeksztalcenia liniowe

DEFINICJA. Niech X i Y bedg przestrzeniams lintowyms. Przeksztal-
cenie F': X —'Y nazywamy liniowym, jesli dla wszystkich w,v € X oraz

a,b e R
F(ax + by) = aF(x) + bF (y).

W wypadku przeksztatcenia liniowego przyjeto sie opuszczaé nawiasy
wokot pojedynczego argumentu przeksztatcenia. Zatem powyzszy wzor
mozna napisac

F(ax +by) = aFx + bFy.

Aby okresli¢ przeksztatcenie liniowe wystarczy je okresli¢ na jakiej-
kolwiek bazie przestrzeni X. Jest to oczywiste i przesledzmy na przykta-
dach jak wygladaja przeksztatcenia liniowe w przestrzeniach skorniczenie
wymiarowych.

PRZYKEAD 7.2. Niech X = IR? i Y = IR. Niech F bedzie przeksztalceniem

liniowym takim, ze F' [(ﬂ =a, F ﬁ)

[ ==Ll

7 wtasnosci przeksztalcenia liniowego mamy

) R e

} = b. Dowolny wektor {x} zapisuje sie jako
Yy
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Niech teraz a i b beda dwoma liczbami rzeczywistymi. Definiujemy F : R* — R
nastepujaco:

T
F = ax + by.
LJ v

Widaé, ze F' jest liniowe.

A zatem kazde przeksztalcenie liniowe z IR? w IR mozemy utozsamiaé¢ z para
dwoch liczb. O

PrZYKEAD 7.3. Analogicznie pokaza¢ mozna, ze kazde przeksztalcenie liniowe F’

z IR™ w IR mozemy utozsamiaé z ukladem n liczb aq,...,a,, przy czym
1
Fl|:|=az1+ - +apz, O
Tn

PRZYKEAD 7.4. Niech X = IR", Y = IR”. Dla kazdego v € IR" mozemy Fv
F1'U

zapisaé jako o |, gdzie F; : R"™ — IR. Latwo mozna zauwazy¢, ze kazde z prze-

Fk’U
ksztalcen F; jest liniowe, czyli na mocy przyktadu poprzedniego istnieja takie liczby
A5y -« 5 Aim,y 7€
x1

Fi| @ | =anz + -+ ainty.
Tn

Zatem kazde takie przeksztalcenie liniowe F jest zwiazane z ukladem nk liczb. O

I tak w naturalny sposéb przechodzimy do nastepnego tematu.

7.4. Macierze

DEFINICJA. Macierzg o n wierszach i k kolumnach nazywamy uktad
nk liczb rzeczywistych zapisanych w postaci prostokgtnej tabeli

ay;pr a2 ... QAig
21 QA2 ... A9k

ap1 A22 ... QApk
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Macierz oznacza si¢ tez nastepujaco:

A= [agllZh.

W wypadku gdy macierz ma n wierszy i k£ kolumn bedziemy pisa¢, ze
jest to macierz n x k.

Uktad liczb a1 aj ... a; nazywamy i—tym wierszem macierzy A,
alj
. A2 4 :
a uktad liczb . nazywamy j—ta kolumna macierzy A.
Qpj
Teraz oméwimy operacje jakie mozemy wykonywaé na macierzach.
TRANSPONOWANIE

Macierza transponowang macierzy A nazywamy macierz oznaczang
AT ktorej kolejne wiersze sg kolejnymi kolumnami macierzy A. Zatem
jesli macierz A jest macierza n x k, to macierz A” jest macierza k x n.

1 2
1
PRZYKEAD 7.5. Jedli A= |3 4|, to AT = {2 i Z} O
5 6

MNOZENIE PRZEZ LICZBE

Jesli A jest macierza n X k, a ¢ € IR, to mozemy utworzy¢ macierz
qA = [cw]f;l:, gdzie ¢;; = qa;; dla kazdego i =1,...,nij=1,... k.

PRZYKLAD 7.6.
5 12 3| [5-1
4 5 6| |5-4

DODAWANIE

53 _[5 10 15]
5-6) |20 25 30

Jesli obie macierze A i B sg macierzami n X k, to mozemy utworzy¢
. i=1.....k . .
macierz C' = A+ B = [cyliZ, 7, gdzie ¢;; = a;; + by, dla kazdego

i=1,...,nij=1,... .k
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1 2 0 7 140 247 1 9
PrzYykKeAD 7.7. |3 4| + (3 8| =[3+3 448 =16 12(. O
5 6 1 9 5+1 649 6 15

Dodawanie macierzy i mnozenie przez liczbe spetniaja warunki

(q+7r)A=qA+1rA,

q(A+ B) = qA+qB,

(A+ B = AT + BT,
MNOZENIE MACIERZY

Jesli macierz A ma tyle samo kolumn ile wierszy ma macierz B, czyli
A jest macierza n X k, a B jest macierza k x p, to mozemy utworzy¢
macierz A - B = C = [e;]I=177), gdzie
Cz’j = ailblj + a/inQj + -+ aikbkj.
Inaczej méwige ¢;; jest iloczynem skalarnym i—tego wiersza macierzy
A1 j—tej kolumny macierzy B.

Czesto opuszczamy znak - i piszemy zamiast A - B po prostu AB.

2 5
PRZYKLAD 7.8. Niech A = [i z 2], B=13 6].
4 7

Mozemy wykonaé¢ dzialania zaréwno AB jak i BA. Niech AB = C. Wéwczas C
bedzie macierza 2 x 2.

Obliczajac wedlug powyzszej recepty mamy

011:1-2+2~3+3'4:20
812:1-5+2~6+3'7=38
co1=4-24+5-3+6-4=47

20 38
Zatem AB = {47 92}

Natomiast macierz BA bedzie macierza 3 x 3. Mamy:
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BA =

2-1+5-4 2-2+5-
3:-1+6-4 3-2+6-
4-1+7-4 4-247-5

1
PRZYKEAD 7.9. Niech A = [O }, B= [

0 0

Wtedy AB = Ll) 8], natomiast BA = {

WNIOSEK:

2-3+5-
3:-3+6-
4-3+7-

0 0
01

(o) EN e NN

0 0
10

=

|

22 29 36
27 36 45
32 43 54

O

Mnozenie macierzy nie jest
przemienne.

Natomiast prawdziwa jest rozdzielno$¢ mnozenia macierzy wzgledem

dodawania, czyli

(A+B)C = AC + BC A(B+C) = AB+AC,

przy czym w pierwszej kolejnosci wykonuje sie mnozenie, a potem doda-

wanie.
ZADANIA
2 3 0
. 1 2 3
7.1. Niech A = ,B=1|4 5|,C=13
4 5 6
6 7 6
dzialan sg wykonalne i wykonac je:
a) ABT; b) BAT;
c) ATBT; d) CA;
e) AC; f) ACT;
g) (AB+CO)T; h) ABC.

1
4
7

2
)
8

. Poda¢, ktoére z ponizszych
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7.5. Macierze kwadratowe

Macierz majaca n wierszy i n kolumn nazywamy macierzg kwadra-
towa stopnia n. Uktad jej wspotczynnikow a1 ass ... a,, nazywa sie
gtowng przekgtng.

Macierze kwadratowe grajg fundamentalng role w wielu zastosowa-

niach. Wérdod macierzy kwadratowych wyrdznia sie nastepujace:

Macierz symetryczna jest to taka macierz kwadratowa, ze AT =
A. Dla macierzy symetrycznej muszg by¢ spetnione zaleznosci miedzy
wspOtczynnikami a;; = aj;.

Macierz jednostkowa [, jest to macierz, ktéra ma na gtéwnej prze-
katnej jedynki a poza tym same zera. Na przyktad:

1 00
10
001

Macierz jednostkowa ma nastepujaca wtasnosé:

’]A:A oraz BI = B,

jesli dziatania sa wykonalne.

Macierza diagonalng nazywamy macierz, ktorej wszystkie wspot-
czynniki poza gtéwng przekatna sa réwne zeru. Macierz jednostkowa jest
szczegolnym przypadkiem macierzy diagonalnej, a macierz diagonalna
szczegblnym przypadkiem macierzy symetrycznej.

7.6. Wyznacznik macierzy kwadratowej

Zdefiniujemy pewng liczbe przypisang macierzy kwadratowej A zwang
wyznacznikiem. W skricie oznacza sie ja: ,det A” lub ,|A|”. Bedziemy
obu tych oznaczen uzywa¢ wymiennie. Najpierw zdefiniujemy wyznacznik
dla macierzy A o jednym wierszu i jednej kolumnie. Niech A = [a]. Wtedy

det A = det[a] = a.
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Przypuéémy, ze zdefiniowaliSmy juz wyznacznik dla macierzy (n —
1) X (n—1) i niech A = [a;;]; j=1,. » bedzie macierza n x n. Dla danych
iij (1 <1, < n)niech A;; oznacza macierz powstaly z macierzy
A przez wykreslenie i—tego wiersza i j—tej kolumny. Na przyktad gdy

A= |;i ?], to AH = [5], A12 = [4], A21 = [3], AQQ = [1]

1 2 3
5 6 1 3 1 3
GdyA:456,tOA11:[ ]7A22:[ ‘|,A32:[ ]
7 8
itd.
Niech teraz i bedzie dowolna liczba. Wowczas wyznacznik macierzy

A definiujemy nastepujgco:

n

Al = (1) ag] Ayl

=1

Wzér ten nazywa si¢ wzorem Laplace’a. Okazuje sig, ze wynik nie
zalezy od wyboru liczby i. Ponadto prawdziwy jest wzor

47| =14,

a zatem mozemy we wzorze Laplace’a ustali¢ j i sumowaé¢ wzgledem .
Zatem prawda jest, ze

n

Al = (=1) ay|Ayl.
i=1
Pierwszy z powyzszych wzoréw jest nazywany rozwinieciem wzgledem
i-tego wiersza, a drugi rozwinieciem wzgledem j-tej kolumny.
W wypadku macierzy 2 x 2 rozwijajac powyzszy wzor otrzymujemy

d a; Giz|
et = 11022 — A12021.
Q21 A2

Natomiast w wypadku macierzy 3 x 3 wzor jest bardziej skompliko-
wany
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11 A2 413
det |aa1 agp ax| =

a31 az2 G33

11Q22033 + (12023031 + Q21032013 — A13022031 — Q12021033 — A11023032.

Powyzszy wzér jest trudny do zapamietania. Istnieje pewien graficzny
schemat zwany metoda Sarrusa pozwalajacy stosunkowo sprawnie taki
wyznacznik policzy¢. Ot6z postepujemy w nastepujacy sposob:

1. Dopisujemy do macierzy z prawej strony pierwsze dwie kolumny.

2. Mnozymy przez siebie wspotczynniki na liniach uko$nych i bierze-
my wynik z plusem dla lini biegnacych z lewej strony do dotu i z
minusem z lewej strony do gory.

3. Dodajemy do siebie 6 liczb uzyskanych w punkcie poprzednim.

1 2 3
PRZYKEAD 7.10. Niech A= |0 —1 0]. Obliczmy jej wyznacznik. Po dopisa-
2 31
niu pierwszych dwoch kolumn otrzymujemy zapis
1 2 31 1 2
0 -1 0] 0 —-1.
2 3 1] 2 3

Linie ukosne biegnace z lewej strony w dot, to przekatne:

1—--1—-1,
2— 0-—-2
3— 0-—3,

a biegnace w gore, to przekatne:

2——-1-3,
3— 0-—-1,
1— 0—2.
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Zatem

Al =+1-(=1)-142-0-2+3-0-3
-2.(-1)-3-3-0-1-1-0-2=—-146=5. O

Jesli macierz kwadratowa ma wiecej niz 3 wiersze, to nie istniejg juz
takie proste metody obliczania jej wyznacznika.

PRZYKEAD 7.11. Obliczmy wyznacznik macierzy

1 1 2 3
0 1 0 -2
A= 1 -1 3 1
1 1 0 2

Ze wzoru Laplace’a rozwijamy wyznacznik wzgledem drugiego wiersza. Mamy

1 2 3 11 2

det A= (=1)>"2.1-det [1 3 1|+ (=1)*™.(=2)-det |1 —1 3
1 0 2 1 10
=-5-8=-13. O

Przytoczymy jeden bardzo wazny wzor. Jesli A i B sg kwadratowymi
macierzami wymiaru n X n, to

(7.1) |AB| = |A] - |B|.

ZADANIA

7.2. Obliczy¢ wyznacznik macierzy:

1 2 3
1 2
a) A:[3 4}; b) A=14 5 6|;
17 8 9
/2 3 0 (1) v
c) |3/4 4/3 8| d)A:1_12 e
2/7 5/3 4/5 121 2
1 2 3 2 3 4
7.3. Niech A=|5 -1 0|,B= |5 6 T7/[.Oblicz wyznacznik macierzy:
1 3 4 8 9 0
a) AB; b) BAZ. Wska-

zéwka: skorzystaj z wzoru 7.1.
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7.7. *Wyznacznik jako przeksztalcenie na
wektorach
Niech vy, vs, ..., v, beda wektorami w IR". Dla takiego uktadu wek-
toréw rozpatrzmy macierz A, ktorej j-ta kolumna pokrywa sie z wekto-

rem v;. Rozwazmy przeksztalcenie oznaczane przez det, ktoére uktadowi
n wektorow przyporzadkowuje liczbe rzeczywista nastepujaco:

det(vy,...,v,) = det A.

Z wzoru Laplace’a na wyznacznik otrzymujemy nastepujace wtasno-

Sci:
det(vy,...,vj_1,00; + fw;, vji1,...,V,)
= ozdet('vl, <o U5-1,05, U541, .- 7’Un)
+0det(vy, ..., 01, W;, Vi1, ..., Vp),
det(vy,...,v},0j41,...,0,) = —det(vy,...,Vj11,Vj,...,0,),

det(eq,...,e,) =1,

gdzie e; jest wektorem majacym na i-tym miejscu jedynke, a poza tym
same zera.

Okazuje sie, ze powyzsze trzy warunki jednoznacznie okreslaja wy-
znacznik i one moga tez stuzy¢ za jego definicje.

Z warunku drugiego wynika, ze jesli jakies dwa wektory uktadu vy, ..., v,
sa takie same, to wyznacznik jest réwny zeru. Stad i z warunku pierw-
szego wynika, ze jesli wektory sg liniowo zalezne, to réwniez wyznacznik
jest réwny zeru. Istotnie, jesli wektory sa liniowo zalezne to jeden z nich
mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa pozostatych. Wowczas wy-
znacznik roztozy sie na sume sktadnikow i w kazdym z tych sktadnikow
jeden z wektorow bedzie sie powtarzat.

Podobnie mozemy uzasadni¢, ze jesli wektory sa liniowo niezalezne,
to wyznacznik jest rozny od zera.
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Sformutujemy to w formie twierdzenia:

TWIERDZENIE. det(vy,...,v,) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektory
V1, ...,U, $¢ lintowo zalezne.

7.8. Rzad macierzy

Niech A bedzie macierza o n wierszach i k kolumnach. Poprzez usu-
niecie z macierzy pewnych wierszy i pewnych kolumn mozemy otrzymac
macierz kwadratows. Sposréd tak powstalych macierzy kwadratowych
wybieramy te, ktérych wyznacznik jest rézny od zera. Wérod nich ist-
nieje taka, ktéra jest najwiekszego stopnia (tzn. ma najwiecej wierszy
i kolumn). Ten stopien nazywamy rzedem macierzy A. Zapiszmy to w
formie jednego zdania.

Rzad macierzy A jest to najwiekszy stopien macierzy kwadratowej
o wyznaczniku réznym od 0, utworzonej z macierzy A poprzez usuniecie
pewnych wierszy i kolumn.

1 2

PRZYKEAD 7.12. Obliczmy rzad macierzy A = {2 45

] . Macierze kwadratowe

) . ) . . 1 27 1 3] [2 3
ktére mozemy otrzymaé z macierzy A, to macierze [2 4} , {2 5], {4 5] s [1], [2],

[3], [4], [5]. Wyznacznik pierwszej z nich jest réwny 0, ale drugiej —1. Zatem macierz
druga jest najwiekszg macierza kwadratows utworzona z macierzy A o wyznaczniku
réznym od zera. Poniewaz ma ona dwa wiersze i dwie kolumny rzad macierzy A jest
réwny 2. [

W szczegdlnodei jesli A jest macierza kwadratowa n x n, to rzad ma-

cierzy jest rowny n wtedy i tylko wtedy gdy jej wyznacznik jest rozny od
zera.

ZADANIA
7.4. Obliczy¢ rzad macierzy:

1 5 13
9y _10ff b) {2 —7}’

o
L
TGl W
o N
o
N~—
| — |
NG,
(SN
o w
| S|
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-1 2 3 1 2 3
e) | 4 5 6]; f) 14 5 6|;
| 7 8 9 7 8 9
1 0 2 -3 -1 1 3 -3
g) |0 -1 1 2| h) | 0 0 2|:
1 -1 3 -1 111 —4
-1 1 3 -1 1 3 =3
1)001. )1002
1 1 1| Vol 01 -4
—2 0 3 -2 15 3 =5
023 -1 0
k)_?éiéff, D2 10 20
2 3 3 -2 1

7.9. Macierz odwrotna

Przypusémy, ze dla danej macierzy A o n wierszach i n kolumnach
istnieje taka macierz B (tez n x n), ze AB = BA = I,,. Taka macierz B
bedziemy oznacza¢ AL

1 2
PRZYKEAD 7.13. Niech A = [0 1}. Znajdziemy macierz A~!. Niech

a b
A7l = .
-
Mamy
AT — a+2c b+2d
c d|’
, . . 0 . , ,
Przyréwnujac te macierz do I = 0 1 otrzymujemy uktad réwnan:
a+2c=1
b+2d=0
c=0
d=1.
Stad otrzymujemy a = 1, b = —2. Sprawdzamy jeszcze, ze

1 -2
A
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1 -2
-1 _
Zatem A~ = {O 1]. O

Okazuje sie, ze nie ma potrzeby sprawdzac ostatniej rownosci. Prawda
jest bowiem, ze rownosci AB = I i BA = I sa sobie rOwnowazne.

Liczenie macierzy odwrotnej poprzez rozwigzywanie uktadéw n? réw-
nan z n? niewiadomymi jest ucigzliwe i wkrotce poznamy szybsze metody
znajdowania macierzy odwrotnej.

Z wzoru (7.1) wynika, ze

1
-1 _
det A =T A

4
PRZYKEAD 7.14. Niech A = B g] , B = {6 i] . Obliczy¢ wyznacznik macierzy

BA~L

Rozwiagzanie.
Mamy det A =9, det B = —2. Stad det A~! = %. Zatem

det (BA™!) = (-2) -

7.10. *Macierze jako przeksztalcenia
liniowe

7 kazda macierza o n wierszach i k kolumnach mozemy zwigzaé¢ pewne
przeksztalcenie liniowe Fy (patrz przyktad 7.5). Zwiazek ten jest naste-
xq

pujacy: niech macierz A = [a;;]/=)""% i niech & = | : | € R*. Mozemy
Tk
wiec & potraktowaé jako macierz (oznaczmy ja dla odrdéznienia od wek-

tora przez X) o k wierszach i jednej kolumnie. Wéwezas
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xy

Tn

Poniewaz macierz AX ma n wierszy i jedna kolumne, mozemy ja
potraktowac jako wektor z IR".

Inaczej méwigce dziatanie macierzy A na wektor & mozemy opisa¢ na-
stepujaco: j— tg wspolrzedng wektora Ax otrzymujemy mnozac skalarnie
j—ty wiersz macierzy A przez wektor x.

1 2
PRZYKELAD 7.15. Niech A= |3 4 ,w:{

5 6
7

[13] eR®. O

19

Zwykle nie bedziemy odr6znia¢ macierzy A o n wierszach i k kolum-
nach i odpowiadajacego jej przeksztalcenia liniowego Fy : R¥ — IR"
oznaczajac oba obiekty wspoélng literg A.

1 1-(-1)+2-4
4] € R®. Wowczas Ax = [3-(—1)+4-4| =
5-(-1)+6-4

Bez trudu mozemy zauwazy¢, ze:

TWIERDZENIE. Skiadaniu przeksztatcen liniowych odpowiada mnoze-
nie odpowiadajgcych im macierzy.

Niech e; (i = 1,...,k) bedzie standardowa baza w IR¥, tzn. wektor e;
ma na i—tym miejscu jedynke, a poza tym zera. Niech A bedzie macierza
o n wierszach i k kolumnach, czyli przeksztatceniem liniowym z IRF w IR™.

Qg
Niech v; = | : |, czyli wektor utworzony z i—tej kolumny macierzy A.
Qpy;
Widaé, ze v; = Ae;. Zatem przestrzen A(IR®) jest przestrzenia rozpieta
na kolumnach macierzy A. Okazuje sie, ze wymiar tej przestrzeni jest
rowny rzedowi macierzy A. To moze stuzy¢ zatem za inng definicje rzedu
macierzy:
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Rzqd macierzy jest to wymiar przestrzeni rozpietej na kolumnach tej
Maclerzy.

Okazuje sie, ze w powyzszym twierdzeniu mozna kolumny zastapi¢
wierszami i napisac:

Rzqd macierzy jest to wymiar przestrzeni rozpietej na wierszach tej
macierzy.

7.11. Uktady réwnan liniowych

Uktadem n réwnan liniowych o k£ niewiadomych nazywamy uktad

an Ty + -+ aprr = by

Ap1T1 + - -+ AT = by

Wspdtezynniki uktadu tworzg macierz A o n wierszach i k kolumnach.
Interesuje nas problem: kiedy taki uktad ma rozwigzanie oraz jak to
rozwigzanie wyznaczy¢?

7.12. *Uklad réwnan jako réwnanie
wektorowe

Macierz A z poprzedniego podrozdziatu potraktujemy jako przeksztal-

L1
cenie liniowe z IR® w IR". Oznaczmy przez & wektor | : | € IR¥, a przez
T
by
b wektor | : | € IR". Wéwczas uktad réwnan mozemy zapisaé¢ w postaci
bn

jednego réwnania wektorowego

Ax =b.
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Problem mozemy zatem sformutowac tak: Mamy znaleZ¢ w przestrzeni
R* taki wektor @, ktdrego obraz przy przeksztalceniu A jest réwny b.

Zastanowmy sie, kiedy to jest mozliwe. Otoz jest to mozliwe wtedy,
gdy wektor b nalezy do przestrzeni A(IR®). Ale przestrzen A(IRF) jest
to przestrzen rozpieta na kolumnach macierzy A. Zeby zatem réwnanie
miato rozwigzanie, to wektor b musi do tej przestrzeni naleze¢. Znaczy
to, ze doltgczenie do kolumn macierzy A dodatkowo kolumny utworzonej
z wektora b nie zwigkszy rzedu macierzy. Otrzymujemy stad ponizsza
wlasnosc.

7.13. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Na poczatek podamy definicje:

Macierzg rozszerzong uktadu réwnan liniowych bedziemy nazywac
macierz otrzymana z macierzy A poprzez dopisanie kolumny wyrazow
wolnych.

TwIERDZENIE (Kroneckera-Capelliego). Na to aby uklad réwnan li-
niowych mial rozwigzanie, potrzeba i wystarcza aby rzqd macierzy A 1
rzqd macierzy rozszerzonej byly takie same.

Jesli uktad nie ma rozwiazan nazywamy go sprzecznym, jesli ma
doktadnie jedno rozwigzanie cramerowskim, a jesli ma nieskonczenie
wiele rozwigzan - nieoznaczonym.

7.14. *Uzasadnienie wzoréw Cramera

Jako szczegdlny przypadek rozpatrzmy uktad n rownan z n niewia-
domymi:
apxry + -+ a1y, = bl

Ap1T1 + +* F ATy = bn

Jak juz wiemy, mozemy ten uktad zapisa¢ w postaci jednego réwnania
wektorowego
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Ax = b.

Macierz A jest macierzg kwadratowg o n wierszach i n kolumnach.
Uktad Ax = b ma rozwigzanie dla kazdego b € IR", jesli obrazem prze-
strzeni IR" jest przestrzen IR", czyli gdy rzad macierzy A jest réwny n.
A to jest prawda wtedy, gdy wyznacznik macierzy A jest rézny od 0.

Przepiszmy nasze rownanie wektorowe w postaci
T1v1 + -+ 20, = b,

gdzie v; jest wektorem utworzonym z i—tej kolumny macierzy A. Prze-
noszac b na lewg strone otrzymujemy

1'1’01—|—IB2’02+"'+(’l)i—b)+"'+l‘n'vn:O.

Oznacza to, ze uktad wektoréw
v1,Va,. .., (z;v; —b),... v,

jest liniowo zalezny. Stad wyznacznik macierzy utworzony z powyzszych
wektoréw (jako kolumn) jest réwny zeru. Z wlasnosci wyznacznika wy-
nika, ze

Z; det('vl, R 7Un) = det('vl, Va,...,VU;1, b7 Vitl,--- ,’Un).
Otrzymujemy stad wzor na x;
det Az
€Ty = )
det A

gdzie A; jest macierza, utworzona z macierzy A poprzez zastapienie i-tej
kolumny wektorem b. W ten sposéb otrzymalismy rezultat.

7.15. Wzory Cramera

TWIERDZENIE. Uklad n réwnan zn niewiadomymi ma dokladnie jed-

no rozwigzanie dla kazdego uktadu wyrazow wolnych by, ..., b,, wtedy i
tylko wtedy gdy det A # 0. Rozwigzanie to wyraza sie wzorem:
det Az

i det A’
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gdzie A; jest macierza, utworzong z macierzy A poprzez zastapienie i—tej
b

kolumny kolumng | :
bn
Wzory te nazywaja sie wzorami Cramera, a uktad n réwnan z n

niewiadomymi spelniajacy warunek det A # 0 nazywamy uktadem Cra-
mera lub cramerowskim.

Z wzoréw Cramera mozna stosunkowo tatwo otrzymaé wzor na ma-
cierz odwrotna.

Oznaczmy elementy macierzy odwrotnej przez b;;. Wowczas

o .det A . detAT
o ()t I (e Y
bij = (=1) det A (=1) det A’

gdzie A;; oznacza macierz powstaly z macierzy A po wykresleniu i—tego
wiersza i j—tej kolumny.

1 2

PRZYKEAD 7.16. Niech A = [3 5

} . Obliczyé¢ A~

Rozwigzanie.

.. . 11 2 . .
Najpierw obliczamy wyznacznik ‘ ‘ = —1. Nastepnie tworzymy macierz trans-

3 5
1

ponowang AT = { 9

3
5] i obliczamy macierz odwrotna

A [ )

PRZYKEAD 7.17. Obliczymy macierz odwrotna do macierzy

1 0 -2
A=13 4 0].
2 1 1
1 3 2]
Mamy |A]=14. AT =| 0 4 1
-2 0 1
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Zatem
(|4 1] | 01 0 417
0 1 2 1 —2 0
1 3 2 1 2 1 3 128
Al= = | = ’ —‘ - —|-3 5 —6|.0O
0 1 2 1 2 0
14 7
3 12 1 3
41 1 0 4]
ZADANIA

7.5. Rozwiazaé¢ uklad réwnan:
rT+y+2==6 3z +5y—2z=10
a) r—y=-—1 b) dr+y—2z=-5
20— 2=1; —6x + 4y + z = 20.

7.6. Sprawdzi¢ czy istnieje macierz odwrotna do danej macierzy i obliczy¢ ja, jesli
istnieje:

_ [ 1 1 0
0 -1

a)23}; b) 2 2 0];
: -1 1 3
IR

c) 0o 2 1; d) 0 -1 1 3
L L= -1 -1 0 2

7.16. Model dochodu narodowego

Jako ilustracje wzoréw Cramera opiszemy tu keynesowski model do-
chodu narodowego. W modelu tym wystepuja nastepujace wielkosci:

e y - dochdd narodowy,
e 1 - wydatki konsumpcyjne,

e [y - inwestycje,

Ry - wydatki rzadowe,

e a - autonomiczne wydatki na konsumpcje (wydatki niezalezne od
dochodu),
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e b - kranicowa sktonnos$¢ do konsumpcji (w modelu tym przyjmujemy,
ze b jest stale).

Model opiera si¢ na nastepujacych réwnaniach:

Orzeka ono, ze dochdd jest catkowicie wykorzystany na wydatki kon-
sumpcyjne, inwestycje i wydatki rzadowe.

(7.3) r =a+by.

To rownanie stwierdza, ze konsumpcja sktada sie z konsumpcji auto-
nomicznej (niezaleznej od dochodu), oraz z czesci dochodu przeznaczanej
na konsumpcje.

Zapiszmy powyzsze rOwnania w postaci uktadu

—x -+ Yy = I(] + R(]
r — by = a.
. . ) , -1 1 .
Zatem macierz uktadu - macierz A jest réwna L bl Wyznacznik

A jest réwny b—1 i jest mniejszy od zera. Zatem uktad jest cramerowski
i mozemy stosowaé¢ wzory Cramera. Mamy

Iy+Ry 1
. a —b|  b(lo+ Ry)+a
n b—1 n 1—b ’
-1 Iy + Ry
o 1 a G+Io+R0

.0

Y= T 1y
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7.17. *Przeksztalcenie odwrotne

Niech A bedzie przeksztalceniem liniowym z IR" w IR" takim, ze ist-
nieje przeksztalcenie odwrotne A1, czyli AA™! = A='A = I. Wiemy, ze
macierz odwrotna istnieje wtedy i tylko wtedy gdy det A # 0. Rozwazmy
uktad rownan zapisany w postaci wektorowej

Ax =0b.
Mnozaz obie strony z lewej strony przez A~! dostajemy wzoér
x=A"'b.
Otrzymalidmy zatem nowy sposob rozwiazywania uktadow réownan.

Mozemy powyzszy wzor rozpisa¢ na wspolrzedne, co omawiamy w na-
stepnym podrozdziale.

7.18. Rozwiazywanie ukladéw réwnan przy
pomocy macierzy odwrotnej

Przypusémy, ze mamy uktad Cramera
a1y + -+ a1y, = bl
1Ty + -+ ATy = bn-

Macierz uktadu oznaczmy przez A i potraktujmy niewiadome oraz
wyrazy wolne jako macierze X i B o jednej kolumnie i n wierszach, czyli

.

X=1:|.
_mn
"

B=|:
b,
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Wowcezas ma sens mnozenie macierzy AX i uklad mozemy zapisa¢ w
postaci jednego réwania macierzowego

AX = B.
Pomnézmy to réwnanie z lewej strony przez macierz A~!. Otrzymamy
X =A"'B.

Wspodtrzedne z; otrzymanej macierzy X sa rozwigzaniami uktadu.

PRrRzYKEAD 7.18. Rozwiazemy metoda macierzy odwrotnej uktad

T+2y=>5
3z +5y="T.

1 2
Wykorzystamy obliczona juz macierz odwrotna do macierzy [ 3 5} A7l =

(5 sam [ -x-rf3-[ )

Stad z = —11,y=8. O

Ta metoda rozwigzywania uktadéw rownan jest przydatna tam, gdzie
musimy wielokrotnie rozwigzywac¢ uktady z takimi samymi wspotczynni-
kami a;; i zmieniajacymi si¢ wyrazami wolnymi b;.

ZADANIA

7.7. Rozwiazaé uklady rownan:

z+y+z =1

a) r—4y+3z = 3
—y+tz = -1

r+y+z = 5
b) r—4y+3z = -1
-y+z = 0

r+y+z = 0

c) r—4y+3z = 0
—y+z = -2

7.19. Uklady z rézna liczbg niewiadomych
i ré6wnan
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Jesli mamy jedno réwnanie liniowe z dwoma niewiadomymi, np.
T — 2y =2,

to rozwiazan jest nieskonczenie wiele. Zalezg one od jednego parame-
tru. Oznaczmy go przez t. Wowczas rozwiazania mozemy zapisa¢ x = t,
y =1t/2—1, ale rébwniez y = t, x = 2t + 2 jak i na wiele innych sposo-
boéw. Nasuwa sie problem: od ilu parametrow bedzie zalezato rozwigzanie
uktadu n réwnan z k niewiadomymi i jak znalezé¢ to rozwiazanie?

Prawdziwe jest nastepujace:

TWIERDZENIE. Niech A = [aw]{;lf bedzie macierzq o n wierszach

1 k kolumnach. Woéwczas jesli uktad réwnan

a1y + -+ aprr = by

Ap1%1 + -+ - + Ay = by

ma rozwigzanie, to zalezy ono od (k—rzqd A) parametréw.

Jak znalez¢ te parametry i rozwiazanie. Jesli rzad jest rowny p, to
znaczy, ze mozemy wybraé¢ p kolumn i p wierszy z macierzy A, tak, ze
odpowiadajgca im macierz p X p ma wyznacznik rézny od zera. Wybie-
ramy teraz te rownania z naszego uktadu, ktore odpowiadaja wybranym
wierszom. Nastepnie zostawiamy po lewej stronie wyrazy ze zmienny-
mi odpowiadajacymi naszym wybranym kolumnom. Pozostate sktadniki
przenosimy na druga strone i wtasnie te pozostate k& — p zmienne beda
naszymi parametrami. Poniewaz macierz po lewej stronie bedzie mia-
ta wyznacznik rézny od zera, mozemy zastosowaé¢ wzory Cramera, przy
czym wyznaczniki wystepujace w liczniku beda zalezaly od k — p para-
metrow.

Przesledzimy to na przyktadzie.

PRZYKEAD 7.19. Rozwiaza¢ uklad réwnan:

r+2y+z2=4
2+ 4y —32=3
3x+6y—2z="1.
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Rozwigzanie.

Sprawdzamy najpierw czy uktad ma rozwigzanie. Ot6z rzad A = 2, bo det A = 0, a np.
2 1 . . .. . . .

‘ 4 _3|= —10. Réwniez rzad macierzy rozszerzonej jest réwny 2. Zatem rozwiazanie

bedzie zalezalo od 3 — 2 = 1 parametru. Poniewaz macierz kwadratowa (2 x 2), ktérej

wyznacznik byl rézny od zera zostala utworzona z pierwszego i drugiego wiersza oraz

drugiej i trzeciej kolumny, zostawiamy pierwsze i drugie réwnanie i po lewej stronie

zostawiamy niewiadome y i z. Otrzymujemy uklad réwnan:

204+2 = 44—z
9y —3z = 3-—2x.

Stosujac wzory Cramera otrzymujemy:

det 44—z 1
32 3] 3
v= ~10 )
2 44—z
_d“{4 3—2A »
°= ~10 v
zelR. O
ZADANIA

7.8. Rozwiaza¢ uktady réwnan:

) 2r4+y+2z = 1
r—4y+3z = 3
r—2y—z = 1
b) —2r4+y—4z = 3
3z —-3y+3z = =2
r+y+z = 4
c) 20 +4y -3t = 2

Ar —2z+t = 1
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7.20. Rozwigzania bazowe

Jesli uktad jest nieoznaczony, to rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
Jak juz wiemy, rozwiazania zaleza od k — p parametrow, gdzie k jest
liczba niewiadomych, a p rzedem macierzy A. Jak widzieliSmy, p zmien-
nych pozostawiamy na lewej stronie i rozwigzujemy uktad wzgledem tych
zmiennych, pozostate traktujac jako parametry. Zmienne pozostawione
na lewej stronie bedziemy nazywaé¢ zmiennymi bazowymi. Poniewaz
rzad macierzy jest roéwny p, mozemy wybra¢ p kolumn z macierzy w taki
sposob, ze macierz utworzona z tych kolumn i pewnych p wierszy bedzie
miata wyznacznik rézny od zera. Zmienne odpowiadajace tym wybranym
kolumnom mozemy wybraé jako bazowe.

PrzykrAD 7.20.
r+y+2z4+3t=5
r—y—z—3t=2.

Od ilu parametréow bedzie zalezalo rozwigzanie? Jakie zmienne mozemy wybraé jako
bazowe?

Rozwigzanie.

1 2 3
1 -1 -1 -3
nik utworzony z dwoch pierwszych kolumn, czyli kolumn odpowiadajacych zmiennym

Macierz A jest réwna ] . Rzad A jest réwny 2, bo np. wyznacz-

1 1
z 1y réwny det [1 _1] jest rowny —2 # 0. Zatem zmienne bazowe sa dwie. Jako

zmienne bazowe mozemy wybracé x i y. Zobaczmy, jakie inne pary zmiennych mozemy
wybraé¢ jako bazowe.

1 2
Para z, z: liczymy det L 1] = —3 # 0. Mozemy.

1 3
Para z, t: liczymy det [1 _3] = —6 # 0. Mozemy.

—_ =
[N}

1} = —3 # 0. Mozemy.

Para y, z: liczymy det {
3

1 _3} = 0. Nie mozemy.

Para y, t: liczymy det [_

2
Para z, t: liczymy det {1 2} = —3 # 0. Mozemy. O

Poznamy teraz wazna definicje:
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Rozwigzanie, w ktorym zmienne niebazowe sg rowne zeru nazywamy
rozwigzaniem bazowym.

PrzYKEAD 7.21. Mamy dany uktad réwnan:

T—Yy+z—1t=95
r—y—z—1=2.

Znalez¢ rozwigzanie ogolne tego ukladu i jakiekolwiek rozwigzanie bazowe.

Rozwigzanie.
Poniewaz macierz wspoétczynnikow przy z i z ma wyznacznik rézny od zera, zmien-
ne x i z mozemy wybra¢ jako bazowe.

Dodajac stronami oba réwnania otrzymujemy 2z —2y —2t = 7, czyli x = %—i—y +t.

. . 7’ . . . _ . _ 3
Odejmujgc réwnania stronami otrzymujemy 2z = 3, czyli z = 3.

To jest rozwigzanie ogdlne, w ktérym y i ¢ sg parametrami.

[SJ[eY

Rozwiazanie bazowe otrzymamy podstawiajac y =t =0, czyli x = %, z= (|

7.21. Operacje elementarne

Omoéwimy tu inng metode znajdowania macierzy odwrotnej i rozwig-
zywania uktadéw réwnan - przy pomocy tzw. operacji elementarnych.

Operacjami elementarnymi nazywamy:

1. Mnozenie i-tego wiersza macierzy przez dowolng liczbe rézng od
zera.

2. Dodanie do i-tego wiersza macierzy innego wiersza macierzy po-
mnozonego przez dowolna liczbe.

3. Zamiang miejscami dwoch dowolnych wierszy macierzy.

1

PRZYKEAD 7.22. Dana jest macierz A = {3

4]. Poprzez operacje elementarne

0 1
przeksztalci¢ te macierz w macierz B = [ 9 0} .
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Rozwigzanie.
Krok pierwszy: do pierwszego wiersza dodajemy wiersz drugi pomnozony przez

0o 2
—1/3 - operacja typu 2. Otrzymujemy macierz [3 ﬂ .

Krok drugi: mnozymy pierwszy wiersz przez 3/2 - operacja typu 1. Otrzymujemy

. 0 1
macierz |, |-

Krok trzeci: do drugiego wiersza dodajemy pierwszy wiersz przemnozony przez —4

0 1

- operacja typu 2. Otrzymujemy macierz [3 0} .

Krok czwarty: mnozymy drugi wiersz przez 2/3 - operacja typu 1. Otrzymujemy
macierz B. O

Stowne opisywanie operacji, ktore wykonujemy jest uci@Zhwe Wpro—
wadzimy pewne skrotowe opisy. Bedziemy oznaczad i- ty wiersz macierzy
przed wykonaniem Opel"aCJl przez wj, a -ty wiersz macierzy po dokona-
niu operacji przez w;. I tak na przyktad pierwsza operacje w powyzszym
przyktadzie mozemy zapisa¢ nastepujaco:

1

/

wyp = W1, — -Wa.

1 1 2
3

Natomiast caly schemat rozwiagzania zapiszemy tak:

o

(1 2 , 1
wy = w1 —gwg

B 0ol
| I
g
s
Il
ol
g
s

N O w O w O w o W
>~ =

Mozna byto skrécié cata procedure wykonujac w jednym kroku kilka operacji ele-
mentarnych. MogliSmy na przyktad zapisa¢ nasze rozwigzanie tak:

{1 2] wi =wy — 2w,

3 4 'LUll = %wl

0 1 wh = wy — 4w
3 4 w§=§w2
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He

Podamy teraz jak znajdowa¢ macierz odwrotna do macierzy A przy
pomocy operacji elementarnych. Robimy to nastepujaco:

1. Wypisujemy obok siebie macierz A i macierz jednostkows.

2. Przy pomocy operacji elementarnych przeksztatcamy macierz A w
macierz jednostkowa wykonujac te same operacje na macierzy jed-
nostkowej. Wowcezas na miejscu macierzy jednostkowej otrzymamy
macierz A, (przyjeto sie opuszczaé nawiasy zostawiajac tylko pio-
nowe linie pomiedzy macierzami).

PRZYKEAD 7.23. Przy pomocy operacji elementarnych znalez¢ macierz odwrotna

2 -1
i A= .
do macierzy [ 4 3]

Rozwigzanie.

2 —1|1 0

4 30 1 wy = wz = 2wy
2 -1 10 -

0 5|-21 Y2 T st
2 -1 1 0 ,

0 1‘_3% wy = w1 + We
2 02 &

0 1|-% 3

Odpowiedz: A~1 =

| — |

coBlw

o=

—_
O

PRZYKEAD 7.24. Przy pomocy operacji elementarnych znalez¢ macierz odwrotna

3 20
do macierzy A= |1 2 3
01 2
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Rozwigzanie.

32 0[1 00

1 2 3|01 0 wh = wy — Sws

01 2001

3.2 0[10 0

1 3 0/0 1 -3 w] = wy — 4ws
01 2(00 1

-1 0 0|1 -4 6

1 3 0/0 1 -3 wy = Wz + w1
01 2/0 0 1

-1 0 0|1 —4 6

0 2 01 -3 44 wh = ws — 2w,
01 2/0 0 1

-1 0 0| 1 -4 6 wy = —w;
0 3 0/ 1 =3 43 w/;:?wQ
0 0 2|/-2 6 -8 wh = Sws
1 00[-1 4 -6

010 2 -6 9.

00 1|-1 3 —4

-1 4 —6
Odpowiedz: A™1 = 2 —6 9(. O
-1 3 —4

7.22. Rozwiagzywanie ukladéw réwnan przy
pomocy operacji elementarnych

Uktady réwnan liniowych mozemy rozwiazywac i przy pomocy opera-
cji elementarnych. Jednoczesnie ta metoda pozwala sprawdzac, czy uktad
jest cramerowski, sprzeczny, czy nieoznaczony.

Robimy to podobnie jak przy znajdowaniu macierzy odwrotnej, a

mianowicie:

1. Wypisujemy obok siebie macierz uktadu i kolumne wyrazéw wol-
nych (daje to razem tzw. macierz rozszerzona),

2. Przy pomocy operacji elementarnych przeksztatcamy powstata w
ten sposob macierz tak, aby na miejscu macierzy uktadu pojawita
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sie macierz jednostkowa. Powstata nowa kolumna wyrazéw wolnych
da nam rozwigzanie uktadu.

PRzZYKLAD 7.25. Przy pomocy operacji elementarnych rozwiazaé¢ uktad réwnan

r+2y="7
dr —y = 1.

Rozwigzanie.
Wypisujemy macierz rozszerzona i wykonujemy kolejne operacje elementarne:

1 2|7

1 —1l1 w] = wy + 2ws
9 019 , 4

4 -1 1 Wy = W2 gwl
9 0] 9 wi = $w

0 —-11|-3 wh = —ws

1 01

0 1|3°

Odpowiedz: x =1,y =3. O

PRZYKEAD 7.26. Przy pomocy operacji elementarnych rozwiaza¢ uktad réwnan
r+2y—2z=>5

dr—y+2=3
r—y—z=—4.

Rozwigzanie.

1 2 -1 5
4 -1 1 3 wi = wy + we
1 -1 —-1| -4
5 1 0 8
4 -1 1 3 wh = wy + w3
1 -1 —-1| -4
5 1 0 8
5 -2 0| -1 wi = w; + Fws
1 -1 —-1| -4
7.5 0 0]75
5 =2 0|-1 wh = 3wy — 2wy

1 -1 —-1|—-4
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75 0 0] 7.5
0 -6 0] —18 wh = ws — twy — Zowy
1 -1 —-1| —4

75 0 0] 75 wi = wy
0 -6 0]-18 wh = —gws
0 0 —-1| -2 wh = —ws
1 0 0]1
01 0[3.
00 1]2

Odpowiedz: x =1, y=3,z=2. O

PRZYKEAD 7.27. Przy pomocy operacji elementarnych stwierdzi¢, ze uktad

r+2y—z=1
de—y+2z=2
Sr+y=4

jest sprzeczny.

Rozwigzanie.

1 2 —-1|1

4 -1 112 wh = wg — Wa — W1
5 1 04

1 2 —1|1

4 -1 1]12.

0 0 01

Macierzy uktadu nie da sie doprowadzi¢ do macierzy jednostkowej, bo trzeci wiersz
jest zerowy. Rownanie w trzecim wierszu jest sprzeczne, bo ma postaé

Ox 4+ 0y + 0z = 1.

Zatem uklad jest sprzeczny. [

PRzZYKEAD 7.28. Przy pomocy operacji elementarnych stwierdzi¢, ze uktad

3x+2y+2=>5
dr4+y+2z=2
Tr+3y+22=17

jest nieoznaczony i rozwiazaé go.

Rozwigzanie.
3 2 1|5
4 1 1|2 wh = w3 — we — Wy
7T 3 2|7
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Macierzy ukladu nie da sie sprowadzi¢ do macierzy jednostkowej, ale tym razem

O = W
S =N
S ==
O o Ot

rOwnanie w ostatnim wierszu jest tozsamoscia:

Wybieramy jedna ze zmiennych jako parametr. Niech to bedzie z. W takim razie
pierwsze dwie kolumny macierzy, czyli kolumny odpowiadajace z-owi i y-owi dopro-

wadzamy do macierzy jednostkowe;j.

3 2 1|5
4 1 1|2
-5 0 —-1]5
4 1 11]2
-5 0 —-1| 5
0 5 1]14
10 t|-1
1] 18
0 1 g ?.
A zatem
o be=-4
y—&—%z:l—;.
Stad
s=—4-tn
y:%—%z. U
ZADANIA

7.9. Przy pomocy operacji elementarnych oblicz macierz odwrotna do macierzy:

a){

7.10. Przy pomocy operacji elementarnych sprawdz, czy uktad jest sprzeczny, crame-
rowski czy nieoznaczony:

a)

1 -3
5 4|’

x4+ 5y +4z =17

2t —y+2=95
y—z=1

w) = wy — 2ws

wh = bwsy + 4w

b) A=

Oz + 0y + 0z = 0.

Jest zatem spelnione przez dowolne liczby rzeczywiste. Wystarczy wiec rozwiazac
uktad zlozony z pierwszych dwoch réwnan. Robimy to w nastepujacy sposob.

2 0
0 4
10 2

1
-1
0
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r+3y+52=7
b){ 20 —y+2=3

3x — by —3z=—T1;

r+y+2z2=28
)4 3x—y+z=1

5z +y+ 3z = 1T7.

7.23. Model nakladéw i wynikéw Leontiefa
Model ten opiera si¢ na nastepujacych zatozeniach:

1. Gospodarka sktada sie z n gatezi.
2. Kazda gataz wytwarza jeden produkt.

3. Kazda gataz zuzywa do produkeji wyroby wszystkich gatezi w usta-
lonych proporcjach (byé¢ moze réwnych zeru).

4. Produkcja kazdej gatezi jest proporcjonalna do naktadéw.

Oczywiscie model taki daje tylko przyblizony opis rzeczywistosci.
Tym niemniej ma pewne do$wiadczalnie potwierdzone zalety.

7 powyzszych zalozen wynika, ze ilos¢ 1—tego produktu niezbedne-
go do wytworzenia ustalonej jednostki j—tego produktu jest wielkoscig
staty, rowna a;;. Zaldézmy, ze miarg jednostki jest ilo$¢ produktu warta
ustalong kwote, np. jedng ztotéwke. Wtedy np. réwnosé ass = 0.14 in-
formuje nas o tym, ze ilo$¢ trzeciego produktu o wartosci 14 groszy jest
niezbedna do wyprodukowania ilosci czwartego produktu o wartosci 1
ztotego. Liczbe a;; nazywamy wspétczynnikiem nakiadow.

Wszystkie wspotczynniki naktadéw tworzg macierz kwadratows A
(n x n). Kolumna j—ta tej macierzy informuje nas o naktadach potrzeb-
nych do wytworzenia jednostki j—tego produktu. Oczywiscie, aby pro-
dukcja tego dobra byta ekonomicznie optacalna suma wspotczynnikow w
j—tej (a zatem w kazdej) kolumnie musi by¢ mniejsza od 1, czyli

dla’ka’z.degoj:]-?”'an a1j+"'+anj<]_.
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Oprocz tego mamy jeszcze tzw. popyt finalny na i—ty produkt ozna-
CZONY PIZez P;.

Zaktadamy, ze 1—ta galaz ma wytwarzac¢ ilos¢ produktu potrzebna
do zaspokojenia produkcji we wszystkich gateziach i popytu na ten i—ty
produkt. Prowadzi to do uktadu réwnan;

xi:aﬂxl—l—---—i—amztn—l—pi (izl,...,n),
czyli

—apry+ -+ (L—ag)ri+- —amrn =p; (1=1,...,n).

Zapiszmy to w postaci macierzowej, traktujac szukane zmienne z,. .. ,x,
1

jako macierz X = | ! | wymiaru 1 X n a dane popytu finalnego jako ma-
Tn
b1
cierz P = | | tez wymiaru 1 x n. Macierz po lewej stronie ostatniego

ukladu réwnan jest macierzg I — A, gdzie I jest macierzg jednostkowa.

Mamy zatem
(I -—A)X =P,

skad po przemnozeniu z lewej strony przez macierz (I—A)~! otrzymujemy
wzOr na rozwigzanie

X=(I-A"'P

PRZYKEAD 7.29. Zakladamy, ze gospodarka sktada sie z dwoch galezi i ze macierz
wspolczynnikow nakladow jest nastepujaca:

02 03
A= [0.1 0.4} '

Suma elementéw w obu kolumnach jest mniejsza od 1, a wiec warunki sa spelnione.

0.8 -0.3

0.1 0.6} . Odpowiedni uklad réwnan ma postac:

Macierz I — A ma postaé [

0.81‘170.3582 = D1
—O.1x1+0.6x2 = P2.
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Swiadomie nie wybraliémy do tego przykladu za p; i p» konkretnych wartosci liczbo-
wych. Podkreslamy w ten sposéb taka sytuacje, w ktérej macierz A jest stala (lub
zmieniajaca si¢ bardzo powoli) - jej wspoélezynniki wynikaja bowiem ze sposobu i
rodzaju organizacji produkcji. Natomiast popyt jest wielkoécia niezalezna i mogaca
nawet bardzo szybko sie zmieniac.

0.8 0.3

. . N1 Toe 5 1
Obliczamy macierz (I — A)~". Jest ona réwna g7 [0_1 0.6] :
Zatem 1

=—(0.8 0.1
71 = g1 08P £ 01p2),
1
= - . . . D
T 051 (0 3]91 +0 6}72)

ZADANIA

7.11. Zakladamy ze gospodarka sklada si¢ z dwdch galezi i macierz wspoétczynni-
0.3 0.2
0.6 0.4
produkty wynosi odpowiednio 11 i 5 (w miliardach zlotych). Wyznaczyé potrzebna
wielko$¢ produkceji poszczegdlnych galezi.

kéw nakladéw ma postaé A = [ ] . Natomiast popyt finalny na poszczegdlne

7.12. Zakladamy ze gospodarka sklada sie z trzech galezi i macierz wspoétczynnikow

0.3 0.2 0.1
nakladéw ma posta¢ A= [0.6 0.4 0.2]| . Natomiast popyt finalny na poszczegdlne
0 0.3 0.6

produkty wynosi odpowiednio 10, 4 i 5 (w miliardach ztotych). Wyznaczy¢ potrzebna
wielkos¢ produkeji poszczegdlnych galezi.






Rozdzial 8.
Funkcje wielu zmiennych

8.1. Pojecie funkcji wielu zmiennych

Zacznijmy od przyktadu. Przypu$émy, ze produkujemy z blachy pu-
detko w ksztalcie prostopadtoscianu z dnem bez pokrywy gornej. Nalezy
wyrazi¢ objetos¢ pudetka w zaleznosci od jego wymiarow.

Niech podstawa prostopadtoscianu (dno pudetka) ma wymiary x i y,
a jego wysokosé¢ (glteboko$¢) ma wymiar h. Wtedy V = zyh. Widzimy,
ze objetos¢ zalezy od trzech zmiennych x, y i h. Zapisujemy to tak:

V(z,y,h) = zyh.

A teraz wyrazmy funkcje B opisujaca ilos¢ zuzytej blachy do wypro-
dukowania takiego pudetka. Niech 2z oznacza grubos¢ blachy. Wtedy ilos¢
zuzytej blachy jest rowna iloczynowi pola powierzchni P tego pudetka i
grubodci blachy. P = zy + 2xh + 2yh. Zatem

B(z,y,h,z) = P-h = (zvy+ 2xh + 2yh) - z.
B jest wiec funkcjg czterech zmiennych. [J
Przypominamy definicje:

DEFINICJA. Euklidesows przestrzenia n-wymiarowa® nazy-
wamy zbior wszystkich uktadow n liczb (x1,xo,...,x,). Przestrzen te
oznaczamy IR"™, a jej elementy nazywamy wektorami.

3Ta przestrzen pjawila sie juz w poprzednim rozdziale, ale w czeéci oznaczonej *.
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Jesli n = 2, to mamy do czynienia z ptaszczyzna, a gdy n = 3, to z
przestrzenig (tréjwymiarowa).

Jesli @ jest elementem IR" i &= (xy,...,2,), to liczbe x; nazywamy
1-tq wspolrzedng wektora x.

W praktyce, gdy wspélrzednych jest mniej (np. 2 czy 3) oznaczamy
wspoétrzedne réznymi literami, tak jak w poprzednich przyktadach. Na
plaszczyznie wspolrzedne oznaczamy zwykle x i y, w przestrzeni trojwy-

miarowej z, y i z. W zastosowaniach jedng ze zmiennych jest czesto czas.
Przyjeto sie go oznaczaé litery t.

Wprowadzimy teraz formalna definicje.

DEFINICJA. Funkcja n zmiennych nazywamy funkcje f: A — IR,
gdzie A jest podzbiorem przestrzeni IR™.

W przyktadzie (objetosé pudetka) n = 3 (zmienne oznaczalidmy x, v,
h), a zbiér A byl zbiorem {(z,y,h) : z > 0,y > 0,h > 0}, bo dtugosé,
szerokos¢ i glebokosé pudetka muszg by¢ dodatnie.

8.2. Dziedzina i wykres funkcji wielu
zmiennych

Z podanej przed chwilg definicji wynika, ze dziedzina funkcji jest pod-
zbiorem przestrzeni IR". W szczegdlnosci, gdy n = 2 mozemy zbiér ten
zaznaczy¢ na plaszczyznie.

PrzYKEAD 8.1. Funkcja dwoch zmiennych dana jest wzorem

fl@,y) = V16 —a? —y2.

Wyznaczy¢ dziedzine funkcji f.

Rozwigzanie.
Pierwiastek kwadratowy mozemy wyciaga¢ z liczb nieujemnych. Stad dziedzina
funkcji f jest zbidr

Df ={(z,y) e R?: 16 — 22 — 4> > 0}.

Oznacza to, ze
2 4+ 1% < 16.
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Whioskujemy stad, ze dziedzing funkcji jest koto o promieniu 4 i sSrodku w punkcie
(0,0) (rysunek 8.1.). O

—5L

Rysunek 8.1. Dziedzina funkcji f(z,y) = /16 — 22 — y?

Wykresem funkcji f: IR" — IR jest nastepujacy zbiér:

{(xl,xg,...,xn,f(:cl,...,xn)) c(x, ., T) EDf}.

Wykres funkcji jest podzbiorem przestrzeni IR™™. Jedli n = 2, to
wykres funkcji jest zawarty w przestrzeni tréjwymiarowej IR,

Opisujemy go zwykle w ten sposéb, ze dziedzine funkcji umieszczamy
na plaszczyznie x,y, a wartosci funkcji zaznaczamy na osi z. Mozemy to
zapisa¢ w postaci zaleznosci

PrzYKEAD 8.2. Niech
flz,y) =2+

Dziedzina funkcji jest cala plaszczyzna z,y. Rysunek 8.2. pokazuje wykres tej
funkcji. Wykres ten jest powierzchniag zwang paraboloida. [
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X

Rysunek 8.2. Wykres funkcji z = 22 + y?

PrzZYKEAD 8.3. Niech f bedzie funkcja z przyktadu 8.1. Zaleznosci pomiedzy
z = f(z,y) oraz x 1 y sa nastepujace:

22 +y? + 22 =16,
oraz
z 2 0,
bo pierwiatek kwadratowy jest liczba nieujemna.

Whioskujemy stad, ze wykresem funkcji f jest géorna polowa sfery o promieniu 4
i $rodku w punkcie (0,0,0). O

Widzimy to na rysunku 8.3.

WeZmy jaki$ punkt z dziedziny funkcji, na przyklad punkt (z,y) = (2,2). Na
rysunku odpowiada mu punkt A’. Wéwczas na wykresie funkcji, czyli na sferze od-
powiednim punktem bedzie punkt (x,y, 2), gdzie z = f(x,y). W naszym przypadku
2z = /16 — 22 — 22 = 21/2. Na rysunku punktem (z,y, z) jest punkt A majacy wspol-
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Rysunek 8.3. Wykres funkcji z = /16 — 22 — y?2

rzedne (2,2,2v/2). Na osi Oz mamy punkt A” bedacy rzutem punktu A na te of.
Natomiast punkt A’ jest rzutem punktu A na plaszczyzne x,y. O

ZADANIA

8.1. Zaznacz na plaszczyznie dziedzine funkcji:
a) flz,y) =V1—lz]—lyl;

1
b -
) foy) = g
¢) f(zy) = In(2z — 3y).
8.2. Niech f(z,y) = 3z + by. Wiemy, ze punkt (xg,v0,20) = (1,%0,3) nalezy do
wykresu funkcji f. Obliczy¢ yo.

8.3. Poziomice funkcji
Poziomica, inaczej zwang tez warstwicg funkcji nazywamy pod-
zbior dziedziny, na ktorym funkcja przyjmuje ustalong warto$¢. Innymi
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stowy poziomica, to nastepujacy zbior:

{(x1,2a,...,2,) € Dy : f(x1,...,2,) = c}.

PRZYKEAD 8.4. Niech f(z,y) = —2z+ 3y. Wtedy dla ustalonego ¢ poziomica jest

zbiorem
{(z,y) € R*: —2z + 3y = c}.

Ostatnie rownanie jest rownaniem prostej

2 n c
=—x+-.
V=373
Poziomice sa wiec w tym wypadku réwnoleglymi prostymi (rysunek 8.4.). O
Y

Rysunek 8.4. Poziomice funkcji f(z,y) = = + 2y

PRZYKEAD 8.5. Niech f(z,y) =y — 22. Wyznacz poziomice funkcji f.
Poziomicami sg zbiory postaci
{(z,y) ry =2 +c}.

Jest to zatem rodzina parabol jak na rysunku 8.5. O
ZADANIA

8.3. Wykresl poziomice funkcji:
a) f(z,y) = lz|—lyl;

b) f(z,y) =2 +y*%
2

o) flz,y) = %



8.4. Ciaglosé funkcji wielu zmiennych 163

—4-3-2 2 3 4

Rysunek 8.5. Poziomice funkcji f(z,y) = 22 —y

8.4. Ciggtosé funkcji wielu zmiennych

Niech & € IR" ma wspotrzedne (z1,...,x,). Niech (xg) (k=1,2,...)
bedzie ciagiem w IR™ o wspoéhrzednych odpowiednio (2%, ..., zF). Méwi-
my, ze ciag (xy) zbiega do x, jesli dla kazdego i = 1,...,n ciag liczbowy
*) zbiega do z;.

(2

Mozna to wyrazi¢ stowami nastepujaco:

Ciqg jest zbieiny w przestrzeni IR™, jesli jest zbiezny na kazdej
wspotrzedney.

Niech f: IR" — IR™. Mowimy ze funkcja f jest ciagta w punkcie x
jesli z tego, ze xy, dazy do x wynika, ze f(xy) dazy do f(x).

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej prawdziwe sg fak-
ty:

Suma, réznica, iloczyn i iloraz (pod warunkiem, ze mianownik jest
rozny od zera) funkcji cigglych jest funkcjq ciggla;
Zlozenie funkcyi cigglych jest funkcjq cigglq.

PRZYKLAD 8.6. Funkcja f: IR? — IR zdefiniowana nastepujaco:

flz,y) = 2°y°,
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jest ciagta jako iloczyn funkcji ciagltych. O

PRZYKEAD 8.7. Funkcja f: IR? — IR zdefiniowana nastepujaco:
fla,y) = cos(z® +y°),

jest ciagta jako suma i zlozenie funkcji ciagtych. O

PRzYKEAD 8.8. Funkcja f: R?> — IR zdefiniowana nastepujaco:

_ cos(z —y)
f(x’y)_x2+y2+l’

jest ciaglta (dlaczego?). O

8.5. Pochodne czgstkowe

Niech f: R"™ — IR. Oznaczmy punkt x przez (z1,...,x,). Niech 1 <
t < niniech xy,...,2;,1,%i11,...,2, beda ustalone. Niech g bedzie
funkcja jednej zmiennej zdefiniowang nastepujaco:

g(t) = f(a;l, R ,xi,l,t,xiﬂ, R ,.fEn>.

Jesli funkcja g ma pochodna ¢'(t), to méwimy, ze funkcja f ma pochod-
ng czastkowa wzgledem zmiennej ;. Te pochodng czastkowa oznacza-
my symbolem f; .1 czytamy ,de f po de z;”. Inne stosowane oznaczenie

0]
pochodnej czastkowej wzgledem x; to —f

al‘i
Pochodng czastkowsg obliczamy traktujac wszystkie zmienne poza zmien-
na x; jako state.

PRzZYKEAD 8.9. Niech f(z,y) = 3z + 2y.

PRZYKEAD 8.10. Niech f(z,y) = zy>.

i =9
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I
y = 2zy. U

PRZYKEAD 8.11. Niech f(z,y) = cos(z + y?).
fo = —sin(z +y?),

fy =2y - (—sin(z + y?). O

PRZYKEAD 8.12. Niech f(z,y,2) = zy* + zx.

fo=v"+z,
!
fyZQIya
L=z O

Pochodna czqgstkowa funkcji f wzgledem zmiennej x; opisuje
przyblizong zmiane warto$ci funkcji f przy wzroscie zmiennej x; o
jedng jednostke 1 niezmienionych pozostatych zmiennych.

Podobnie jak w wypadku funkcji jednej zmiennej wprowadza si¢ po-
jecie elastycznosci czastkowej wzgledem zmiennej x;. Oznaczamy ja

Wartosé elastycznosci czastkowej otrzymujemy z wzoru

zi fo (X1, .., 20)

flzr, ... xy)

E. f(x1,...,2,) =

Elastycznosé czgstkowa wzgledem zmiennej x; opisuje procentowq
zmiane funkcyi f przy przyroscie zmienne) x; o jeden procent 1
niezmienionych pozostatych zmiennych.

PRrRzYKEAD 8.13. Obliczymy elastycznosci czastkowe funkcji

fla,y) =2y
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Mamy
fr =22y°,
fo = 32%y?
Stad
Eof = 2ayP—— =
:L’f - xy x2y3 - 4
E, f = 3z%y? Y _3.0
Y 22y3
ZADANIA
8.4. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji:
a) flw,y) =2y b) flz,y) = e¥ 4
LY
c) f(z,y) = cos(x? + by); d) f(z,y) = i
e) f(z,y) =In(e” +y); ) flz,y,z) = 3y2.
8.5. Obliczy¢ elastycznosci czastkowe funkeji:
a) f(z,y) =4z + 3y; b) f(z,y) =2z + 3y;
22y )
c) flw,y) = ; d) f(z,y,z) =6z + 2yz°.

x—!—y7

8.6. Gradient funkcji

Dla danego punktu & € IR" oraz funkcji f: IR"™ — IR majacej po-
chodne czgstkowe w punkcie &, mamy uktad n liczb:

fo, (@), 1, (), S, ().

Uktad ten mozemy potraktowaé jaku wektor z przestrzeni IR". Nazywamy
go gradientem funkcji f w punkcie x i oznaczamy grad f(x).

PRZYKEAD 8.14. Niech f(z,y) = 2%y3. Wowczas

grad f (z,y) = (2zy°,32%y?). O

Interpretacja gradientu jest nastepujaca:

Gradient funkcji opisuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.
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Zwiazek pomiedzy poziomica i gradientem jest nastepujacy:

Gradient jest prostopadly do poziomicy.

PRZYKLAD 8.15. Niech f(z,y) = 3z + 4y. Znalezé poziomice przechodzaca przez
punkt (1, 1). Obliczy¢ gradient funkeji w tym punkcie i sprawdzié, czy jest prostopadly
do poziomicy.

Yy
A
5L
41
\3&?
1L

L 1 1 h 1 X

-2 -1 1 2 3
Rysunek 8.6.

Rozwiazujemy réwnanie 3z + 4y = c¢. Wstawiajac x = 1 iy = 1 mamy ¢ = 7.
Zatem poziomica przechodzaca przez punkt (1,1) to prosta o réwnaniu 3z + 4y = 7.

grad f = (fg/c’f{;) = (3’4)

Wektor (3,4) jest prostopadly do prostej 3z 4+ 4y = 7 i ma dlugo$é v32 +42 =5
(rysunek 8.7.). O

PRZYKEAD 8.16. Niech f(z,y) = y — 22%. Wyznacz poziomice funkcji przecho-
dzaca przez punkt (1,2) i gradient funkcji w tym punkcie.

Wstawiajac do réwnania y — 222 = ¢ wartoéci x = 1, y = 2 otrzymujemy ¢ = 0.
Zatem poziomica to parabola o réwnaniu y = 222.

f/ = _41:7

xT

=1

Stad grad f (1,2) = (—4,1) (rysunek 8.7.). O
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-2 -1 1 2
Rysunek 8.7.

8.7. Zastosowanie pochodnych czastkowych

Pochodne czastkowe stuza podobnie jak pochodne funkcji jednej zmien-
nej do wyznaczania najwiekszej i najmniejszej wartosci funkcji.

Prawdziwe jest bowiem ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE. Jedli funkcja f: IR" — IR posiada pochodne czgstkowe
1w pewnym punkcie przyjmuje maksimum lub minimum, to wszystkie
pochodne czgstkowe w tym punkcie sg rowne zeru.

Ograniczymy sie do przyktadoéw w przestrzeni dwu i trojwymiarowe;j.
Mamy wtedy nastepujaca sytuacje:

1. Funkcja ciggla okreslona na pewnej ograniczonej figurze lub bry-
le geometrycznej z brzegiem przyjmuje swojq najwiekszqg i najmniejszq
wartosé.

W sformutowaniu tym pojawia sie pojecie brzegu intuicyjnie dosy¢
oczywiste. Nie bedziemy wprowadzaé precyzyjnej matematycznej defini-
cji brzegu. Podamy tylko czym jest brzeg w najwazniejszych sytuacjach
wystarczajacych do naszych celéw: brzegiem wielokata sa jego boki, wie-
lo$cianu jego $ciany, brzegiem kota okrag, ogdlnie brzegiem figury ptaskiej
jest jej ,obwod”, a brzegami bryt ich powierzchnie.
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2. Jesli funkcja ta ma pochodne czgstkowe, to przyjmuje najmniejszq
(najwiekszq) warto$é albo na brzegu figury (bryly), albo w punkcie, w
ktorym pochodne czgstkowe sq rowne zeru.

Te dwa stwierdzenia pozwalaja nam wyznaczaé najmniejsza (najwiek-
sza) wartosé funkeji okreslonej na pewnej figurze (bryle) wedlug naste-
pujacego schematu:

Krok 1. Obliczamy pochodne czgstkowe i przyrownujemy je do ze-
ra. W ten sposéb wyznaczamy punkty stacjonarne (podejrzane o ekstre-
mum).

Krok 2. Liczymy wartosci funkeji w tych punktach.

Krok 3. Wyznaczamy funkcje na brzegu figury i liczymy najmniejsza
(najwieksza) warto$¢ funkcji na brzegu.

Krok 4. Sposérod wszystkich wartosci z punktow 2 i 3 wybieramy
najmniejsza (najwieksza).

PRZYKEAD 8.17. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza warto$é¢ funkcji
fla,y) =22" +y* —w —y
w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (1,0) i (0,1).
Y

A

punkt stacjonarny

111

I
Rysunek 8.8.

Postepujemy wedlug podanego schematu.

L. f, =4z —1, f, = 2y — 1. Przyréwnujac pochodne czastkowe do zera otrzymu-
jemy jeden punkt stacjonarny (1/4,1/2).

11
2. Obliczamy f (4, 2) = —g.
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3. Brzeg tréjkata sklada sie z trzech odcinkéw:

)2 =010 <y < 1. Na tym odcinku funkcja jest funkcja jednej zmiennej y i
przybiera postaé
galy) =y’ —y, 0<y<L.

Na konicach przedziatu [0; 1] funkcja przyjmuje wartosé 0, a w wierzchotku (y = 1/2)
warto$é: —1/4. Najwieksza wartodcia funkcji na tym odcinku jest 0, a najmniejsza:
—1/4.

II) y =010 < z < 1. Tu funkcja jest funkcja jednej zmiennej x i przybiera postaé
ga(z) =227 -2, 0<o<1.
Postepujac podobnie jak w punkcie I otrzymujemy, ze tu najwieksza wartoscia jest 1
a najmniejsza —1/8.
III) 0 < ¢ < 1iy = —x+ 1. Tu funkcja jest funkcja jednej zmiennej x i ma postaé
g3(z) =327 — 2z, 0<w <1
Funkcja ta na koficach przedziatu [0; 1] przyjmuje wartosci 01 1, a najmniejsza warto$é
otrzymamy w wierzchotku czyli w punkcie = 1/3. Tam przyjmuje wartoéé: —1/3.

4. Poréwnujemy te wszystkie wartosci i widzimy, ze najwieksza z nich jest 1 przyj-
mowana w punkcie (1,0), a najmniejsza: —3/8 przyjmowana w punkcie (1/4,1/2). O

PRrRZYKEAD 8.18. Pokazaé, ze ze wszystkich prostopadloscianéw o danej objetosci
V' najmniejsze pole powierzchni ma szeécian.

Oznaczmy dwie krawedzie prostopadloscianu przez z, y. Wowczas trzecia krawedz
jest robwna —. Pole powierzchni jest rowne
xy

\%4 \%
Yy T

przy czym z i y moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi. Zatem nasza funkcja jest
okreslona na zbiorze {(z,y) : x > 0;y > 0}. Rozpatrzmy nastepujacy kwadrat:

gdzie r jest pewna bardzo duza liczba (rysunek 8.9.).
Brzeg tego kwadratu sktada si¢ z czterech odcinkow:
D{r=q 1+ <y<r’}

M {z=r%1<y<ri
) {y = 7, r*}

1
r
1
r

N

<z
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1/r Ni% r
Rysunek 8.9.

_ 21 2
V) {y =7, <z <rh

Na drugim i czwartym z nich mamy nieréwnosé

1
P(x,y) > 2zy > 2—1 = 2r.
r

Na pierwszym mamy nieréwnoscé

P(z,y) > % =Vr.

Na trzecim mamy nierownosé

P(z,y) > % =Vr

Widzimy wiec, ze dla dostatecznie duzego r funkcja na brzegu tego kwadratu
przyjmuje bardzo duze wartosci. Zatem najmniejsza warto$¢ musi przyja¢ w pewnym
punkcie wewnatrz tego kwadratu. A wiec pochodne czastkowe w tym punkcie musza
by¢ réwne 0.

Obliczmy pochodne czastkowe funkcji P:

2V

x

2V
P =2z — —.
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Przyréwnujemy obie pochodne do zera i otrzymujemy uktad réwnan

2V

2y = 2
2V
Yy

Dzielac pierwsze rownanie przez drugie stronami otrzymujemy réwnanie
x x

Stad y = x = V/V. Wywnioskowalémy zatem, ze dla kazdego dostatecznie duzego

r funkcja P przyjmuje najwieksza wartoé¢ w kwadracie K, w punkcie z =y = V/V.

Wracamy teraz do zbioru {(z,y): > 0,y > 0} . Przypusémy, ze wartosc funkcji
P w tym zbiorze nie jest najmniejsza w punkcie x = y = V/V. Oznacza to, ze istnieje
punkt (zo,yo) taki, ze

P(z0,y0) < P (S/V f/V)

Istnieje r takie, ze (zo,y0) € K. A to przeczy temu, ze P przyjmuje najmniejsza
wartos¢ w kwadracie K, w punkcie (\S/V NV ) O

PRZYKEAD 8.19. A teraz rozwigzmy problem zwigzany z naszym poczatkowym
przykladem. Ot6z wyznaczymy takie wymiary pudetka (bez pokrywki), zeby ilogé
zuzytej blachy byla najmniejsza.

W tym celu ze wzoru na objeto$¢ wyrazimy h poprzez zmienne x i y. Mamy

v
h = —. Zatem
Ty
2V 2V
Bz, y) =ay+ —+—.
€ Y

Podobnie jak w przyktadzie poprzednim zauwazymy, ze dla identycznych kwadra-
tow K, funkcja B przyjmuje na brzegu tego kwadratu bardzo duze wartosci. Zatem
osiaga minimum wewnatrz kwadratu. Obliczenie pochodnych czatkowych i przyrow-
nanie ich do zera prowadzi do uktadu réwnan:

_2V
y_ﬁv
2V
r=—.
2

Rozwiazujac ten uklad identycznie jak poprzedni otrzymamy rozwiazanie x =

y:Wih:ﬁ%:%x.
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I to sa optymalne wymiary naszego pudetka. Pole powierzchni tego pudetka jest réwne

[V
22+ dxh = VAV2 + 47 QVZ::N/Z\/S V2. O

PrZYKEAD 8.20. Znalezé najmniejsza wartosé funkeji

flay) =42 +5y° —ax—y

N

7.

w kwadracie |z| < 7, |y|

Rozwigzanie.
Policzmy pochodne czastkowe funkcji

fr=8x—1,
£ =10y — 1.

Przyréwnujac do zera i rozwiazujac uktad réwnan otrzymujemy jedyny punkt
podejrzany o ekstremum x = 1/8, y = 1/10. Mamy:

f11 _1+1 1 1 9
8710/ 16 20 & 10 80’

A teraz poszukamy najmniejszej wartosci funkcji na brzegu kwadratu, ktéry sktada
sie z 4 odcinkéw:

) y= 7 || <7,
IV)y="7;]z| < 7.

Na pierwszym funkcja jest funkcja zmiennej y i ma postac
fily) =4-49+5y° —7T—y>196+0-7—T.

Stad
fiy) > 182.

Analogicznie na drugim odcinku

foly) =4-49+5y* +7—y > 196+ 0+ 7 — 7 = 196.

Na trzecim odcinku funkcja zalezy tylko od x i jest réwna

fa(x) =4a® +5-49 —x —T7>0+245 -7~ 7 = 231.
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Podobnie na czwartym odcinku funkcja jest wieksza niz 245.

N L 9
Zatem najmniejsza wartoscia jest: ~30" O

PRZYKEAD 8.21. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza wartosé¢ funkcji

flay) =222 +y> —y

w kole 2% + y? < 1.

Rozwigzanie.
Obliczamy pochodne funkcji f:

f;:2y—1.

Przyréwnujac do zera otrzymujemy x = 0, y = 1/2. Poniewaz 0% + (1/2)? < 1,
nasz punkt znajduje sie w kole. Mamy:

rlo ) o toto1
2 ) 4 2 4

Teraz policzymy najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji na brzegu kota. Mamy
tam z? = 1 — y%. Wstawiamy do funkcji i otrzymujemy

gly)=2-2"+y* —y=—y* —y+2

przy czym —1 < y < 1. Aby policzyé najmniejsza i najwieksza wartosé tej funcji na
przedziale [—1; 1] zrézniczkujmy ja. Mamy ¢'(y) = —2y — 1. Przyréwnujac do 0 mamy

_ 1 1y _ o1 . . . . e
y = —5. Mamy g (—5) = 27. Jeszcze tylko pozostaja do policzenia wartosci funkcji
na koficach przedzialu [—1;1]. Mamy g(—1) = 2, g(1) = 0. Poréwnujac te 4 wartosci
otrzymujemy ostateczna odpowiedz:

Najmniejsza wartoscia jest: —i najwieksza: 2%. (I

PRzZYKLAD 8.22. Znalezé najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f(z,y) = (x +
2)e=*" v w R

Rozwigzanie.
Policzmy pochodne czastkowe funkcji f. Mamy:

fo= e Y 2x(x + 2y)e“"32_y2 =(1—2z% — 4my)e—ac2—y27

£y =277 2y(a - 2y)e Y = (2 20y — dyP)e ™V
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Przyréwnujac pochodne do zera rozwigzujemy uktad réwnan

1—222 —4zy = 0,
{ 2 —2xy —4y®> = 0,
czyli
2x(x+2y) = 1,
{ y(x+2y) = 2.

Dzielac te rownania przez siebie mamy % = % czyli y = 2z. Stad 1022 = 1; a wiec

ostatecznie otrzymujemy 2 rozwigzania:

1 2
:L‘:77 :77
v10 Y V10
oraz
1 2
T=——, Y= ———.
v10 Y V10
Mamy
f( L2 ): 5 2
v10 10 V10
oraz

1 2 5
- ) =~ 12,
V10T V10 V10
Rozpatrzmy kolo
Ky = {(z,y) 1 2° +y* < M7},

gdzie M > 2. Wtedy dla (z,y) lezacego na brzegu tego kota (czyli dla x2 +y? = M?)
mamy

o+ 2y < Jz] + |2y] < 2(J2] + lyl) = 2/(I2] + [y])? = 2v/2? + 2z]ly| + y2.

Korzystajac z tego, ze 2|z||y| < 2? + y? mamy (dla 22 + y? = M?)
|z + 2y| < 2¢/2(22 + 2) = 2V2M.

Zatem dla z? + y? = M?
[l y)] < 2v2Me M

Jasne jest, ze dla M — oo wartos$¢ funkeji na brzegu tego kola dazy do 0 (wynika to z
faktu, ze funkcja wyktadnicza rosnie szybciej niz funkcja liniowa). Poniewaz w punkcie
(\/%*0’ %) wartos¢ funkcji jest dodatnia, dla dostatecznie duzego M jest ona wieksza
od wartosci funkcji na brzegu kota Kj;. Najwieksza wartosé jest wiec przyjmowana

. . . . . 1 2 ‘2 e
wewnatrz kota. Analogicznie, poniewaz w punkcie ~ 5 T 15 wartos¢ funkcji jest
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ujemna, dla dostatecznie duzego M wartosé funkcji w tym punkcie jest mniejsza od
wartosci funkcji na brzegu kota Kj;. Zatem i najmniejsza wartos¢ jest przyjmowana
wewnatrz tego kota. W punktach, w ktérych jest maksimum i miniumum przyjmowane
pochodne czgstkowe musza byé rowne zeru. Ale jedynymi dwoma punktami, w ktérych
pochodne czastkowe sg rowne zeru sa powyzsze dwa punkty. W pierwszym z nich jest
wiec maksimum, a w drugim minimum i sa to jednocze$nie wartosci: najwieksza i

najmniejsza. [

Nastepny przyktad moze sie wydac¢ dhugi i zmudny. Warto go jednak
przesledzi¢. Wyliczenia te sg charakterystyczne dla wielu zagadnien opty-
malizacyjnych i maja szereg konkretnych zastosowarni (np. przy budowie
rowéw melioracyjnych).

PRzYKEAD 8.23. Mamy dany zbiornik w ksztalcie graniastostupa prostokatnego o
podstawie trapezu réwnoramiennego bez Sciany bocznej potozonego na przeciwleglej
$cianie. Zakladamy, ze objetosé¢ tego zbiornika jest dana i réwna V', oraz jego dlugosé
jest dana i réwna [.

m

Rysunek 8.10.

Oznaczmy mniejsza podstawe trapezu przez m, wieksza przez w, wysoko$¢ trapezu

. Niech T oznacza pole powierzchni

w
przez x, a bok trapezu przez d. Niech y =

v
trapezu. Wtedy objetos¢ zbiornika jest réwna T1. Stad T = T i jest stala. Ze wzoru

na powierzchnig¢ trapezu mamy

2 2
T:x(m;w) ::c( y;r m) =xy + xm.

Stad

m=— —y.
T
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7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze:
d= /2% + 92

Pole powierzchni P zbiornika (bez gérnej $ciany) jest réwne

P =2T+ml + 2dl.

Wstawiajac wzory na m i d otrzymamy
Vv
P=2T+ — —ly + 2l\/22 + y2.
T

P jest wiec funkcja dwdch zmiennych x i y. Jakie warunki muszag spelia¢ x i y?
Otéz x musi by¢ wicksze od zera, a y wieksze badz rowne zeru. Ponadto pole dwoch
trojkatéw prostokatnych o bokach z, y i d nie moze przekraczaé pola trapezu, czyli
T. Zatem zbiér Dp, na ktéorym okredlona jest funkcja P jest opisany nastepujaco:

Dp={(z,y):2 >0,y >0,zy <T}.

Widzimy to na rysunku 8.11.
Y

A

Rysunek 8.11.

Zmnajdziemy punkt stacjonarny funkcji P. Mamy:
1% 2lx

[ _|_ J—
2 /:c2+y27

P, =

x
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2ly

Przyrownujac pochodne do zera otrzymujemy uktad réwnan

Py =—l+

Vo 2lx

2 /x2+y2’
2

1= 24

7 drugiego réwnania otrzymujemy

Stad

Wstawiajac to do réwnania pierwszego, mamy:

V:l 2x

a? \/xQ—i—%g.
4
Vi/ §x2 = 9173,

Ostatecznie po podniesieniu do kwadratu i podzieleniu przez 212z? otrzymujemy

Stad

V2
4—7
x_312'
Zatem
1 Vv 1
o= Y Lp
V3V L V3
Stad
1 1
Y= BT War

Mamy zatem punkt stacjonarny

o= (T ).

Sprawdzamy, czy punkt ten nalezy do zbioru Dp, czyli czy xoyo < 1. Mamy:

1 1 1
2oy = —VT—n— = -T < T.
o =BV e T 3
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Punkt stacjonarny nalezy do zbioru Dp. Na rysunku ten punkt oznaczony jest przez A.

Liczymy wartos¢ funkcji P w punkcie stacjonarnym. Mamy:

14 1 [4 1 \
P(xo,y0) = 2T + = — l—=VT + 21, | - —=T = 2T + 2V3VVL.
VT V2 3V3

Pozostalo wyznaczy¢ najmniejszg warto$¢ funkcji na brzegu zbioru Dp.

Zauwazmy, ze
—yl 4+ 2022 +y% > 0.
Wynika z tego, ze
V
P(z,y) > 2T + o
Stad przy zblizaniu sie¢ do prostej x = 0 wartosé¢ funkcji P dazy do nieskonczonodci,
jest wiec bardzo duza.

Zobaczymy co dzieje si¢ na prostej y = 0. Wowczas funkcja jest funkcja zmiennej
x i przybiera postaé

flz)=2T+ % + 2z,

przy czym z € (0;00). Obliczmy pochodng funkcji f. Mamy:

f(z) = —% + 2.

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy réownanie

2 V

Stad mamy jeden punkt stacjonarny x; = 4/ % Na rysunku jest to punkt B.
Wartosé funkeji f w tym punkcie jest réwna

flxy) =2T + LV + 21\/2 =2V2VVI.

21

Trzeba sprawdzié tez konce przedzialu (0;00). Poniewaz przedzial jest otwarty
liczymy granice:

lim f(x)= lim 2T+K+21x:2T+oo+O:oo,

z—0Tt z—0t xr

v
lim f(z) = lim 2T+ — +2lz = 2T 4+ 0 4 0o = 0.
x

r—00 r—00
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Stad najmniejsza wartoécia funkcji na prostej y = 0 jest wartosé¢ 2v/2v V1.

Pozostala nam jeszcze czesé brzegu bedaca krzywa xy = T. Na krzywej tej y = T'/x
i funkcja jest funkcja jednej zmiennej x i przybiera postaé

T T2 T2
g(a:):2T+K——+2M/a:2+—2:2T+2M/x2+—2,
x T x x

przy czym z € (0;00). Funkcja g przyjmuje najmniejsza wartosé tam, gdzie funkcja
T2
gi(x) =a* + Pl

przyjmuje warto$¢ najmniejszg. Obie granice funkcji g w 07 oraz w oo s réwne
nieskonczonoéci. Szukamy punktu stacjonarnego:

Przyréwnujemy pochodna do zera i otrzymujemy rozwigzanie zo = v/T. Na rysunku
jest to punkt C. W tym punkcie wartosé funkcji g; jest najmniejsza. Zatem i wartoscé
funkcji g jest najmniejsza w tym punkcie. Liczymy wartos¢ funkcji g w punkcie xo:

/ T2 [V
g(xa) = 2T + 214/ T2 + o= 2T + 21 27 =27 + 22V V1.

Jak widzimy jest to taka sama wartos¢, jak najmniejsza wartos¢ na prostej y = 0.
Teraz pozostaje nam tylko poréwnaé dwie wartosci:

2T +2vV2VVI i 2T +2V3VVI.
Podnoszac do czwartej potegi liczby 2v/2 oraz 2+v/3, otrzymujemy nieréwnoéé
16-4>16- 3.
Wynika stad, ze druga warto$¢ jest mniejsza.

Policzmy pozostate wymiary zbiornika:

m= 1y = VBT oL Vi= VT,

1
X 27

Widzimy stad, ze m powinno by¢ dwa razy wigksze od y.

4
w=m+ 2 =2m=—T.
Y V2T
Dtuzsza podstawa trapezu powinna by¢ dwa razy wieksza od krotszej.

Otrzymujemy ostateczna odpowiedz - wymiary zbiornika powinny by¢ nastepuja-
ce:
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1
T\/gﬁ7

krétsza podstawa trapezu:

wysoko$¢ trapezu:

2
== VT,
V27
4

dluzsza podstawa trapezu: —/T.

P P e

Widzimy stad, ze tangens kata nachylenia bocznej Sciany do podstawy wynosi

y/x = /1/3. Poniewaz kat ten jest rozwarty, to jest réwny 120°. O

Powyzsze rozwigzanie jest wykorzystywane przez budowniczych ro-
wow melioracyjnych. Sg one budowane wtasnie tak, ze ich przekroj jest
trapezem rownoramiennym o mniej wiecej takich wymiarach jakie obli-
czylismy. Chodzi bowiem o to, aby byl pewien z géry zadany przeptyw
wody w ciggu sekundy, co odpowiada naszej objetosci V' i dlugosci [, i
aby sita tarcia wody o Sciany rowu byta jak najmniejsza, czyli aby po-
wierzchnia tych $cian byta mozliwie mata.

* PRZYKLAD 8.24. Teraz dopuscimy, ze réwniez dlugo$é zbiornika nie musi by¢

ustalona, ale dowolna. Wéwczas nasza funkcja P jest funkcja trzech zmiennych z, y i
l i wyraza si¢ wzorem:

2V Vv
P(z,y,l) = -t —yl+ 2/ 22 + y2.

Warunki jakie musza spelnia¢ zmienne z, y, [ sa nastepujace:

x>0,y>0,1>0, zyl <V.

Pochodne wzgledem «x i y sa identyczne jak w poprzednim przyktadzie, za$ po-
chodna wzgledem [ wyraza si¢ wzorem:

2V
Pl':fl—27y+2 x2+y2.

Przyréwnujac pochodne czastkowe do zera otrzymujemy uklad réwnan:

Va2 +y? = 2231,
Va?+y? =2y,
2V = 1*(y — 2y/22 + 42,

7 drugiego réwnania otrzymujemy podobnie jak w poprzednim przyktadzie y =
x.

s
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Wstawiajac do do pierwszego i trzeciego otrzymamy uktad:

V = 2%1V3,
2V = V3i2z.

Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy:

i ostatecznie jeden punkt stacjonarny (xg,yo,lo) 0 wspdlrzednych:

v
h2\/3

x*S—V
0 — 2\/§7

3

ﬁ?

_ 3 14 L_ 3K
eosvs - Vs

Obliczajac wartosé funkeji P w punkcie stacjonarnym otrzymamy

P(x0,y0,1l0) =3 \3/ 2V3VV2.

lo =

Teraz rozwazymy funkcje P na brzegu zbioru. Z postaci funkcji wynika, ze jesli
z — 0T il — 07, to wartos$é funkcji dazy do nieskoficzonosci - a wigc jest bardzo duza.
Pozostaly nam dwie pozostalte cze$ci brzegu: plaszczyzna y = 0 oraz powierzchnia
zyl =V.

Jedli y = 0, to zbiornik jest prostopadloscianem o danej objetosci V i zadanie
sprowadza si¢ do przyktadu 8.19. Z rozwiazania tego przyktadu wynika, ze najmniejsza
warto$é funkcji P przy y = 0 wynosi 3v/4v/ V2.

Na powierzchni zyl = V podstawiamy [ = 2 i otrzymujemy funkcje dwéch
Yy
zmiennych z i y
2V /12 + 12
fla.y) = 2my = =V

gdzie 0 < z,y < oco.
Jedli rozwazymy zbiér
Dy ={(z,y): x>0,y > 0,2y < M},

gdzie M jest ustalong liczba (bardzo duza), to zauwazymy, ze zaréwno przy zblizaniu
sie do prostej x = 0 jak i y = 0 wartos¢ funkcji f dazy do nieskonczono$ci, nato-
miast dla zy = M, f(z,y) > M. Mozemy wywnioskowaé, ze wartos¢ funkcji f na
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brzegu zbioru D), jest bardzo duza. Najmniejsza wartos¢ przyjmuje wiec w punkcie
stacjonarnym. Obliczajac pochodne czastkowe funkcji f otrzymujemy:

f=2y(1-— ).
/I2+y2'172

gt V)
$2+y2_y2

Przyrownujac je do zera otrzymujemy uktad réwnan:

{ V = /x2 + y22?,

V = /a2 + y2y°.

Stad mamy jeden punkt stacjonarny z; = y; = ¢/ =

7
Obliczajac wartosé funkcji f w tym punkcie otrzymujemy:

f(z1, 1) :3\7‘13/%'

Poréwnujac trzy wartosci (dwie z nich sa takie same) i zauwazajac, ze 23 < 4
wnioskujemy, ze najmniejsza warto$¢ funkcja P przyjmuje w punkcie

(%0,%0,l0) = (13/2\‘;? i/g, i/i) O

8.6. Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji

ZADANIA

f(z,y) = 3ay — bz — 6y + 2
w kwadracie o wierzchotkach (1,1), (1,2), (2,1) 1 (2, 2).
8.7. ZnaleZ¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji
flz,y) =2 =2y +y
w prostokacie o wierzchotkach (0,0), (0,1), (2,1) i (2,0).

8.8. Znalez¢ najmniejsza wartosé funkeji
1
flay) =o+—+2
Ty

w kwadracie o wierzchotkach (0.1,0.1), (10,0.1), (0.1,10) i (10, 10).

8.9. * Budujemy namiot (np. cyrkowy) w ksztalcie walca z dachem w ksztalcie stozka.
Objetosé namiotu ma byé réwna V. Jakie powinny by¢ wymiary namiotu (promien
podstawy r, wysokosé walca h i wysokosé stozka s), aby ilo$¢ zuzytego materialu byla
najmniejsza?
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8.8. Model dochodu narodowego

Opiszemy tu model uwzgledniajacy trzy podstawowe wielkosci: do-
chéd narodowy, konsumpcje i podatki.

Wielkosci rozwazane w tym modelu to:

e y - dochdéd narodowy;

e r - konsumpcja;

z - podatki;

I - inwestycje;

G - wydatki rzadowe;

e a - konsumpcja autonomiczna (niezalezna od dochodéw), a > 0;

e b - krancowa sktonnosé do konsumpcji (zaktadamy, ze b jest state);
e ¢ - stopa podatku dochodowego, ¢ € (0;1);

e d - stata czes¢ podatkow, niezalezna od dochodow, d > 0.

Model opisujg trzy réwnania:

(8.1) y=xz+1+G,
(8.2) r=a+bly—z),
(8.3) z=d+cy.

Pierwsze rownanie orzeka, ze dochdd jest spozytkowany na konsump-
cje, inwestycje i wydatki rzadowe. Drugie réwnanie stwierdza, ze kon-
sumpcja sktada si¢ z konsumpcji statej i z czesci dochodu przeznaczanego
na konsumpcje. Trzecie réwnanie mowi, ze podatki sktadaja si¢ z podat-
kéw niezaleznych od dochodu i podatkéw proporcjonalnych do dochodu.
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Rozwiazemy ten uktad wzgledem y. Przepiszemy go w postaci

—r+y=1+G
r—by+bz=a
—cy+z=d
-1 10
i zastosujemy wzory Cramera. Macierz A jest rowna | 1 —b b]|.
0 —c 1
Jej wyznacznik jest rowny: —1 + b — cb.
-1 I+G 0
Natomiast macierz A, réwna si¢ | 1 a bl.
0 d 1

Wyznacznik macierzy A, jest réwny: —a + bd — I — G. Stad dochod
rownowagi o jest réowny:

_detAy _a—bd+I+G
P="qet A~ 1—b+be

Mozemy y, potraktowaé jako funkcje szeSciu zmiennych: a, b, ¢, d,
oraz G.

Mozemy wiec obliczy¢ szes¢ pochodnych czastkowych. Trzy z nich
graja wazng role w podejmowaniu decyzji gospodarczych. Sg to:

, 1
Yoe = 1T " T pe

, o —b
yOd_l_b—i_bC,

, —bla—bd+1+G)
Yoo = "1 b1 be)?

Pierwsza pochodna czastkowa to tzw. mnoznik wydatkow rzgdowych.
Z faktow, ze b € (0;1), a be > 0 wynika, ze mnoznik ten jest dodatni. Wy-
ciagamy stad wniosek, ze wraz ze wzrostem wydatkow rzadowych przy
nie zmienionych innych parametrach rosnie dochéd réwnowagi rynkowe;.
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Druga pochodna czastkowa, tzw. mnoznik podatkow statych, jest ujem-
na, bowiem: —b < 0. Zatem przy wzroscie podatkéw innych niz podatek
dochodowy dochdd réwnowagi rynkowej maleje.

Trzecia pochodna czastkowa to tzw. mnoznik stopy podatku dochodo-
wego. Pochodna te¢ mozemy zapisa¢ w postaci

—byo

/_
Yoe = 1—b+bc

Wynika stad, ze ta pochodna jest tez ujemna. Oznacza to, ze zwick-
szenie stopy podatku dochodowego powoduje zmniejszenie dochodu réw-
nowagi rynkowe;j.

8.9. Metoda najmniejszych kwadratéw

Oczekujemy, ze pewna wielko$¢ ekonomiczna powinna w przyblizeniu
wyrazac si¢ funkcja liniowa y = ax + b. Niestety nie znamy wspotczynni-
kéw a i b i chcemy je wyznaczy¢é. W tym celu przeprowadzamy badania
wybierajac pewne wielkosci zq, . . ., x, i otrzymujac odpowiednie wartosci
Y1y -+« Yp. Otrzymujemy pary punktéw (z1,y1),. .., (Tn,yn). Jesli pota-
czymy je odcinkami, to otrzymany w ten sposob wykres bedzie pewna
tamang, a nie prosta. Wynika to zaréwno z tego, ze nasza wielkos¢ jest
tylko w przyblizeniu funkcja liniowg jak i z mozliwych bledéw przy ba-
daniu. Tym niemniej bedziemy prébowali znalez¢ taka prosta y = ax + b,
ktora bedzie najbardziej zblizona do otrzymanej na podstawie badan ta-
manej. Tu pojawia sie naturalne pytanie: co oznacza najbardziej zblizona,
czyli jak zmierzyé ,odlegto$¢” pomiedzy tamang i prosta. Zeby wybraé
najsensowniejszy sposob rozpatrzmy najprostsza sytuacje, kiedy prze-
prowadzilisSmy dwa takie badania. Mamy zatem wartosci y(x1) = y; i
y(x9) = yo. Natomiast oczekiwana funkcja liniowa w tych samych punk-
tach przyjmie wartosci z; = axy + b i 29 = axy + b. Checemy, zeby pewna
kombinacja réznicy pomiedzy y; i 2y oraz y, i 2o byta jak najmniejsza.
Mozemy to rozumie¢ nastepujaco: badanie daje nam pare liczb (y1,¥2) a
oczekiwana funkcja liniowa inna pare liczb (21, 29). Ale kazda pare liczb
mozemy traktowac¢ jako punkt na plaszczyznie, a odlegltos¢ pomiedzy
dwoma punktami (y;,y2) 1 (21, 22) wyraza si¢ wzorem:

\/(Zl — 1)+ (22 — 92)*.
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Jesli teraz bedziemy przeprowadzac¢ nie dwa, ale n badan, to otrzy-
mamy n wspolrzednych y; i n wspétrzednych z; (i = 1,...,n). Wowczas
odlegtos¢ pomiedzy nimi okresla wzor:

Ve =m0+t (2 — ga)?.

Podstawiajac za z; wartosci funkcji liniowej y = ax 4+ b w punktach
x; otrzymujemy funkcje dwoch zmiennych a i b:

O(a,b) = \/(ax1—|—b—y1)2+---—|—(aa:n—|—b—yn)2.

Nasz problem polega na znalezieniu takich a i b, przy ktérych funk-
cja ta przyjmuje najmniejsza warto$c¢. Oczywiste jest, ze zamiast badac
funkcje O(a, b) mozemy badaé¢ funkcje

S(a,b) = OQ(a,b) = (axy +b— )24+ (azx, +b— yn)2.

Zarowno a jak i b moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Musi-
my znalez¢ punkt (a, b) € IR?, w ktérym funkcja S przyjmuje najmniejsza
warto$é¢. Jak widzimy, funkcja S jest sumg kwadratéw. Stad wzieta sie
nazwa tej metody.

Najpierw zauwazmy, ze gdy a dazy do +oo, to S dazy do oo, i gdy b
dazy do +o00, to S dazy do oo. Wnioskujemy z tego, ze funkcja S musi
przyjmowac najmniejsza wartos¢ w pewnym punkcie stacjonarnym, czyli
takim, w ktorym pochodne czastkowe funkcji S sa réwne zeru. Policzmy
je.

Mamy:

S =2ri(axy +b—y1)+ -+ 2x,(ax, + b —yy)

=a(2xf 4 +222) + 02wy + -+ + 22,) — 2(T1y1 + A+ Tnln),

Sy =2(axy +b—y1)+ -+ 2(ax, +b—y,)
=a2z1+ -+ 2,) + 200 —2(y1 + - - + Yn)-
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Przyréwnujemy pochodne czastkowe do zera i otrzymujemy uktad
dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi (a i b).

a(x? 4+ -+ 22)+b(ry+ 1) = Ty 4+ Toln,
a(zy + -+ +x,) +bn = Y1+ + Yn

Rozwiazanie (ag, by) takiego uktadu wyraza sie wzorem (patrz wzory
Cramera):

T T R
det
Yt n
o= Pt 2l a4t
det[1 no "]
T+ T, n
dot R S e O VT SR S A T
T+ -+ Ty y1++yn
b = A2l et
det[1 no n]
1+ -+ x, n

PRrzYKEAD 8.25. Wielko$¢ popytu na produkowany przez pewien zaktad wyrdb
w tys. sztuk w kolejnych kwartalach dwéch kolejnych lat wyrazata sie odpowiednio
danymi: 5.1, 5.3, 5.0, 5.8, 6.1, 5.3, 6.1, 7.1. Jaka funkcja liniowa najlepiej opisuje trend
wzrostu (albo spadku - to sie¢ okaze) popytu na ten towar?

Czas mierzymy w latach, zatem x; = 1/4, zo = 2/4,..., xg = 2. Zgodnie z
wzorami obliczamy liczby ag i bg.
Mamy ag = 0.914285, by = 4.696428.

Zatem poszukiwana funkcja liniowa to funkcja postaci

y = 0.914285z 4 4.696428. U

Sytuacje ilustruje rysunek 8.12.

W dzisiejszych czasach nikt nie dokonuje recznie takich obliczen. Au-
tor postuzyt sie prostym algorytmem przedstawionym ponizej, pozwala-
jacym obliczac¢ ag i by dla dowolnych danych z; i y;:

label 5,10;
var x,y,a,b,c,d,ao,bo:real;
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Y

A

[ tys. sztuk

Rysunek 8.12.

i,n:integer;f:char;

begin

i:=0;a:=0;b:=0;c:=0;d:=0;
writeln(’Podaj liczbe prob’);readln(n);
5:

i:=i+1; if i=n+1 then goto 10;
writeln(’Podaj x(’,1i,’)’);readln(x);
writeln(’Podaj y(’,1,’)’);readln(y);
a:=atx*y;b:=b+y;c:=c+x;d:=d+x*x;goto 5;
10:

ao:=(n*xa-b*c)/(d*n-cx*xc) ;
bo:=(d*b-a*c)/(d*n-c*c);
writeln(ao:4:6) ;writeln(bo:4:6);
f:=readkey

end.

Warto wspomnieé, ze istnieje sporo gotowych programéw (i caly czas
powstaja nowe) wykonujacych obliczenia potrzebne w wielu takich i po-
dobnych zastosowaniach matematyki.
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ZADANIA

8.10. Popyt na pewien wyréb ksztaltowal sie w czterech kwartalach 1995 roku na-
stepujaco (w tys. ton): 2.1, 2.0, 2.0, 1.8. Jaka funkcja liniowa najlepiej obrazuje te
sytuacje?

8.11. Poziom wody w pewnym jeziorze zmierzono w 12 miesiacach roku 1996 i otrzy-
mano wyniki w metrach nad poziomem morza: 80.2, 80.2, 80.5, 80.2, 80.1, 79.9, 79.3,
79.1,79.2,79.5, 79.9, 80.2. Znajdz funkcje liniowa przyblizajaca trend zmiany poziomu
wody w tym jeziorze.



Odpowiedzi

Rozdzial 1.

1.1. a) falsz; b) prawda; c) falsz; d) falsz.
1.2. a) tak; b) tak; c) nie; d) tak.

1.3. a) /\ /\ /\ \/az+b:y;

aclR belR yelR z€eR
b) \/ \/ \/ \/ /\ ax® +bx +c#y.
a€lR belR celR yelR z€R
1.4.a) (22 >=5)A (:E<3/\a: >7);
b) (x<y+3)Aa?>y3Az<y;
) (@#arhz#b)V(z<a® Az <b?).

d A A VE<n+m;

ne€lN melN EkelN

9 VA /\#*

z€lR nelN melN

) ANV AG@zpa@y™.

z>1 y<x meN
1.6. AUB = {1,2,3,5,8}, ANB = {1,2}, A\ B = {5,8}. 1.7. a) {1,2,3,4,5);
b) {2,3,4,5}; ¢) 0; d) {2,3,4}. 1.8. {0,2}. 1.9. a) z dwéch; b) z dwbch; ¢) z jednego.
1.10. ANB ={2,3}, ANBNC ={2}, (BUC)NA = A.1.13. a) tak, A = {z¢}, B =
{yo}; b) tak, A=1R,B = {4}; ¢) nie; d) tak, A [-1;1],B = [-1;1]. 1.15. 2. 1.17.

a) i% b) f:(x—i) c) Z 2i+1); Zm zn: 2i +1)z%*1. 1.18. a) 30;
b) 104 ¢) 22 = ) -

Rozdzial 2.

2.1. a) (—00; 0] U[1;00); b) [1;00 ,c)(11) a) Dy = (—o0;2]U[2;00), ZW =
[0;00); b) Dy =R, ZW = [116700) Dy = IR\{O} ZW = (—00; —4] U [4; 00);
d) Dy = [2;00), ZW =[0;00).2.5. (fo )(x) = 24 +32242, (gof)(z) = x*4+223+2%+
1.2.6.Db) (fo )(13)—33 2.8. Dgo ={1,2,3}, Doy = {1}. 2.9. a) f(z) = 2% + 2,
9(y) = fb)f() vV, gly) = (y+1)% o) f(z) = (z - 1), gly) = 3y> — 2y.

2.10. [ (y) = > +8 211 a) f 7 (y) = VP -1, b) f(y) = {5 —6. 2.12.

<

a) f7Ny) = M5 b)) FN) = o) M) = o D) ) = gy 2418
“1() — _y 1 s X : e
f(y) = S y € (—1;1). 2.14. a) parzysta; b) rosnaca, nieparzysta; c) parzysta;

e) rosnaca; ) nieparzysta.
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Rozdzial 3.

3.1. a) —29; b) —26; c) 4. 3.2. a) 1; b) —15; % \f 3.3. a) 0; ¢) 0. 3.4.
a) rosnacy, ograniczony; b) malej@cy, c) ogmnlczony7 nleogranlczony 3.5. 20 . 3.6.
2.8.7.a) 1;b) 1;¢) 1;d) 0; e) 0; f) 0; g) 3; h) 0; i) %; j) 0; k) nie 1stn1eJe 1) nie

istnieje; m) e2; n) e~°. 3.8. a) 4; b) ;¢) 0; )
Rozdzial 4.
4.1.a) 1;b) L 43, a) V2. )

3
49.a)a=-2b)a=-3;¢) a
1.8125. 4.13. 9 dolarow.

Rozdzial 5.

c) 00; 4.7. a) —4; b) o0; ¢) —o0; d) 35 ) 0; f)

2. 1
9> 3
= VI8 1ub ¢ = 1=Y13. 4.10. tak. 4.11. tak. 4.12.

5.1. a) sinz + wcosz; b) 2xcosz; c) ﬁ, d) \/1_112; ) 1= f) B(h;w)z;

g) 4(sinz)3cosx; h) 2\;%; i) L3/(x+1)1"; k) 6x(sin(z?))? cos(2?); 1) ctga;

n) —(m2+1)(ii§f$§xcosx. 5.2.a)z;b) In2-2;¢) In0.1-2; d) M+3; e) 1+ua;f) w%mjgffl
10

5.3. b) rosnaca; c) rosnaca; d) rosnaca. 5.4. a) malejaca w (—o0;0) i (3; 00), rosnaca
w (O; %); b) malejaca w (—oo; %), rosngca w (%;oo); c¢) malejaca w (0; 1), rosnaca
w (1;00); d) malejaca w (—3;0) i (0;3), rosnaca w (—oo; —3) i (3;00); €) malejaca w

(—oo; %), rosnaca w (%, oo). 5.6. a) maksimum w punkcie = 0, minimum

w punkcie = 2; b) maksimum w punkcie £ = —1, minimum w punkcie = 1; ¢) mak-
simum w punkcie = —v/2, minimum w punkcie z = v/2; d) maksimum w punkcie
z = —1 — /2, minimum w punkcie z = —1 + v/2; e) maksimum w punkcie —2 — V2
i minimum w punkcie —2 4 /2; f) maksimum w punkcie /3. 5.7. a) najwieksza 7,
najmniejsza 1 — V’ b) najwicksza 0, najmniejsza —1; ¢) najwieksza 3 — v/2, naj-
mniejsza %; d) najmniejsza e, najwigkszej nie ma. 5.8. 50 x 100 metréw. 5.9. %ﬁ.
5.10. promien 9/%, wysokoé¢ {/2.5.11. a) 1;b) 2;¢) —3;d) 0;e) e; f) In3 —In2;
g) 0; h) 0; 1) 0; j) oo; k) 0. 5.12. a) 2Inz + 3; b) —9sin 3z; ¢) (2—|—4x2) 2. q) ﬁ;

e) —2sinze”; f) 1222 — 182. 5.13. a) maksimum w 0, minimum w 1; b) maksimum
w —4/1/2, minimum w y/1/2; d) minimum w —1; e) maksimum w —1, minimum w 1;

5.14. a) wklesta w (—o0; 1/3), wypukta w (1/3; 00); b) wypukla w (—o0;0) i (v/2; 00),
wklesta w (0; ¥/2); ¢) wklesta w (—oo; —1) i (1;00), wypukta w (—1;1); d) wypukla
w IR; e) wklesta w (0; §/1/4), wypukla w ({/1/4;00); f) wypukla w (0;1), wklesta
w (1;00). 5.15. nigdzie nie ro$nie coraz szybciej, maleje coraz wolniej w (0;1). 5.16.
a) (—oo;1); b) (2;00); ¢) nigdzie. 5.17. rosnie coraz wolniej. 5.18. a) pozioma y = 0
w £o00; b) ukos$na y = x + 3 w +oo; ¢) pionowa x = 0.

Rozdzial 6.

6.1. a) t2% — 32?4+ 3z + ¢ b) —1 4 ¢ c) wsing+cosz+ ¢ d) (2% — 2z +2)e” + ¢
e) 2(3z— 5)% +¢; g) élnx = i h) —1 cos(5z—7)+c; ) In[sinz|+c; k) —2e 37 +¢;
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) z+2ln|z — 1] + ¢ 62 a) 9; b) % c) T —1;d) 1; e) %(104/3—74/3); f) e?;
g) In(l+e)—In2;h) £5.6.3. a) & b) 1/6;¢) 2— 2. 6.4.a) 3;b) 1;¢) m; d) 2

%7
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Rozdzial 7.
14 24 34

7.1. a) niewykonalne; b) niewykonalne; ¢) |19 33 47|; d) niewykonalne;
24 42 60

24 30 36 8 26 44

{51 66 81} ) [17 62 107

b) 0; ¢) H1; d) —3. 7.3. a) 120; b) 480; 7.4. a) 1; b) 2; ¢) 2; d) 2; e) 3; f) 2; g) 2;

h) 3;1) 3;j) 4, k)2 1)3. 75, a)a =1,y=2,2=3;b)z = -1,y =3,z = 2. 7.6.
3 _1 _s 2 1 -8 12

]; g) niewykonalne; h) niewykonalne. 7.2. a) —2;

31 6 -7 —4 6

1 3 - NS
a) 3 { 9 O] b) nie istnieje; ¢) =5 | 1 -1 1};d) -5 I
-2 02 4 -3 —6 4

7.7.a)x_ﬂ,y g,z_ %,b)$:17y_2 Z—Q'C).I‘:%’y:—%,zz_l??.
7.8 a)x—%’7 = =5ibz R; b) z = =159 4 — =562 R: &
.8. Y ,z€R;b)x Y S0 2 eR;c) z € R,
4 3 -1 -1 2
y:£—2x,z:%+x,t:156—2x.7.9.a)119[_5 1];b)118 5 5 —1

7.10. a) cramerowski; b) sprzeczny; ¢) nieoznaczony: y =
7.11. 7.6, 10,1. 7.12. 45.66, 58.66, 69.00.

Rozdzial 8.

8.2. 0. 8.4. a) fi = 2xy®, [, = 32%y* b) [, = 363””"‘49 [y = 43t c) fl =
—2xsin(as2 +5y), fy = —bsin(a? + 5y); d) fr = L4, [ = & ) fh = ef:_yy £ =
i) fL= 8222z, fy = 2%y, fL = 2%y 8.5, a) Bof = S By f = 2
)Ef 2z+3y’Ef 4z+6y;)Ef Zizj’Ef*ery’ d) Exf = W’Ef_
W’ E.f = W 8.6. najmniejsza —9, najwieksza —6. 8.7. najmniejsza 0,
najwicksza 4. 8.8. 3\f.89.r=%\3/;\/m,h=é\/>\/m,s:§\/;\/m.

8.10. y = —0.36x + 2.2, x - lata, y - tys. ton. 8.11. y = —0.85x + 80.31, = - lata, y -
metry nad poziomem morza.




Indeks

alternatywa, 11 funkcja wewnetrzna, 32
asymptota, 100 funkcja wklesta, 95
badanie funkeji, 102 funkcja wykladnicza, 38, 41

funkcja wymierna, 40
calka nieoznaczona, 107 funkeja wypukla, 95

catka niewlasciwa, 114 funkcja zewnetrzna, 32
catka oznaczona, 110 funkcia, 25

calka, 107

calkowanie przez czesci, 108, 111
calkowanie przez podstawienie, 108, 111
cigg arytmetyczny, 50

cigg geometryczny, 51

ciag malejacy, 49

ciag ograniczony, 49

funkcje trygonometryczne, 43

gltéwna przekatna, 125
gradient funkcji, 166
granica funkeji, 59
granica lewostronna, 60
granica prawostronna, 60

ciag rosnacy, 49 iloczyn kartezjanski, 19

ciag zbiezny, 52 iloczyn skalarny, 119

ciag, 49 iloczyn zbioréw, 17

ciagloé¢ funkcji, 63, 162 implikacja, 11

dwumian Newtona, 21 koniunkcja, 11

dziedzina funkcji, 158 krancowe wielkosci, 74
dziedzina, 25 kwantyfikatory, 14
ekstremum, 83 logarytm naturalny, 42
elastyczno$¢ funkcji, 75 macierz diagonalna, 126
funkcja ciagta, 63 macierz jednostkowa, 126
funkcja kwadratowa, 38 macierz kwadratowa, 125
funkcja liniowa, 38 macierz odwrotna, 132
funkcja logarytmiczna, 42 macierz rozszerzona, 136, 149
funkcja malejaca, 37, 82 macierz symetryczna, 126
funkcja nieparzysta, 37 macierz transponowana, 123
funkcja odwrotna, 34 macierz, 122

funkcja okresowa, 43 maksimum, 83

funkcja parzysta, 37 metoda najmniejszych kwadratéw, 186
funkcja potegowa, 38, 41 metoda Sarrusa, 128

funkcja rosnaca, 37, 82 minimum, 83

funkcja réznowartoéciowa, 34 mnozenie macierzy, 124
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model dochodu narodowego, 139
model Domara, 79

model nakladéw i wynikéw, 153
monotonicznosé funkceji, 82

nieréwnosé trojkata, 21

operacje elementarne, 146
operacje logiczne, 11
oprocentowanie ciagle, 55
oprocentowanie proste, 51
oprocentowanie sktadane, 51

parametry ukltadu, 143
pochodna czastkowa, 164
pochodna drugiego rzedu, 94
pochodna funkeji, 71

poziomica, 161

prawa de Morgana, 13, 15, 19
przeciwdziedzina, 26
przeksztalcenie liniowe, 121
przeksztalcenie odwrotne, 141
przeskalowanie wykresu, 28
przestrzen euklidesowa, 119, 157
przestrzen liniowa, 118
przestrzen skonczenie wymiarowa, 120
punkt przegiecia, 95

reguta de I’Hospitala, 93
rozwiazanie bazowe, 145
réznica zbioréw, 17
rézniczkowalnosé funkeji, 71
réwnania rownowagi, 46
réwnowaznosé, 11

rzad macierzy, 131, 134

silnia, 21
suma zbioréw, 17
symbol Newtona, 21

tautologia, 14

twierdzenie Kroneckera-Capelliego, 136
twierdzenie Lagrange’a, 78

twierdzenie o trzech ciagach, 54
twierdzenie Rolle’a, 78

uktad réwnan liniowych, 135, 141, 149

warstwica, 161

wartos¢ logiczna, 11

wektory liniowo niezalezne, 120
wektory liniowo zalezne, 120
wielomian, 39

wlasnosé Darboux, 66
wspoélczynnik naktaddw, 153
wykres funkcji, 27, 159
wymiar przestrzeni, 120
wyznacznik, 126

wzory Cramera, 136, 137
wzory skréonego mnozenia, 22
wzér Laplace’a, 127

zaprzeczenie, 11
zbibr wartosci, 26
zbior, 16

zlozenie funkcji, 32
zmienne bazowe, 144



